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1. Niech a,, = (n—-2)m, n > 3.

a) Udowodnij, korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze suma katéw w dowolnym n-kacie wynosi
Q. (m=180°)
Pierwszy krok, n = 3, rzeczywiscie suma katoéw w trojkacie to 7 = ag.
Zalézmy, ze dla pewnego k > 3, suma katéw w kazdym k-kacie wynosi (k — 2)w. Niech bedzie dany
k+1-kat ApA; ... Ax. Zauwaz, ze Ag ... Ak_1 jest k-katem. Zatem suma katéw w nim wynosi (k- 2)7.
Tymczasem rézni sie ona od sumy katéw w Ag... Ap_1 Ax o sume katéw w trdjkacie Ap_1 A Ap, ktéra
wynosi 7. Zatem agy1 = (k—2)m+7 = (k+1-2)7. Co koniczy dowdd kroku indukcyjnego O

b) Niech

cosa
A={—":neN,n>3}.
n
Oblicz inf A oraz sup A. Odpowied?Z uzasadnij.
Zauwazamy, ze dla parzystych n = 2k mamy <%= = COS(Z;;;Z)W = 5= oraz dla n = 2k + 1 mamy <%= =
W = —2k1+1. A zatem dla kazdego k > 3 mamy —% < S < i. Poniewaz —%, i €A, toinf A = —%,
sup A = i.
c¢) Oblicz:
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Skorzystaliémy z tego, ze zawsze:
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-1 <sin((n-2)%7%) <1,
a zatem jest to ciag ograniczony i przemnozony przez ciag zbiezny do 0, czyli %, iloczyn zbiega do zera.

2. Niech funkcja f bedzie zadana nastepujaco:

e3e+3 dla z € (=00, 0]
o) - (1+2)*  dlaze(0,3]
22
-13 dlaz € (3,00)
r-3

a) Zbadaé ciaglosé funkeji f. OdpowiedZ uzasadnié.
Oczywiscie funkcja jest ciaglta na R\ {0,3}. Trzeba sprawdzié, jak jest w 0 oraz 3. W 0 mamy:
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To ostatnie wynika stad, ze wiemy z ¢éwiczen, ze lim,o (1 +2)* =e.
Natomiast f nie jest ciaggla w 3, poniewaz:

2
lim = lim - 13 = oo.
-3+ x-3+ 1 —3

Korzystajac z wlasnosci Darboux, udowodnié, ze funkcja f ma pierwiastek w przedziale (8,9).

Mamy f(8) = 65—4 -13 <0 oraz f(9) = % -13 >0, a zatem z wlasnoséci Darboux istnieje punkt ¢ € (8,9),
ze f(c)=0.

Znalez¢ asymptoty (pionowe, poziome, ukosne) funkcji f. OdpowiedZ uzasadnic.

Zacznijmy od pionowych — maja szanse wystapi¢ tam, gdzie funkcja jest nieokreslona z powodu po-
tencjalnego zera w mianowniku. Czyli dla x = 3 prawostronnie (granica w zerze wiemy juz, ze jest

skoniczona). Rzeczywiscie:
2

lim = lim —-13 = o0.

r—3t rx—=3t 1 — 3
a zatem x = 3 jest prawostronna asymptota pozioma.
Zbadajmy asymptoty poziome:

o lim, . o f(2) = limy 0 €373 = lim,, o0 (e*™)3 = 0, a zatem y = 0 jest lewostronna asymptota
pozioma.
z? x?
o lim, o f(2) =limg, o promr 13 =lim; W—IS = 0o, wiec nie ma prawostronnej asymp-
xr — €T -5
x x

toty poziomej — to sugeruje, ze trzeba tu zbadaé¢ asymptote ukosna.

limf(x):lim( 2> —13):1—0:1

I rzeczywiscie:
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lim f(z)-1-z = lim (“T —13):3—13:—10.

z-3
A zatem prosta y = x — 10 jest szukang prawostronna asymptota ukosna.
Obliczyé f/(x) dla © € (—00,0), z € (0,3) oraz x € (3,00). Sprawdzié, czy f jest rézniczkowalna w
punkcie x = 0 oraz 3. Odpowiedz uzasadnié.
Dla z € (—00,0) mamy:

F(x) = (€3x+3)' = 3343

Dla z € (0,3) mamy:
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I w koncu dla z € (3, 00)
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Oczywiscie funkcja nie jest rézniczkowalna w punkcie 3, bo nawet nie jest w nim ciagta. Za to musimy
sprawdzi¢, co sie dzieje w 0.
z) - f(0
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A zatem f jest nierézniczkowalna w 0.



e) ZnaleZé przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne funkeji f.
Widaé, ze f'(z) = 0 tylko je$li z = 6. Poza ta kandydatura na ekstremum w punktach, w ktérych
funkcja jest nierézniczkowalna, czyli 01 3. A zatem mamy do zweryfikowania nastepujace przedziaty:
x € (-00,0), to f'(x) > 0, funkcja rosnie
z €(0,3), to f'(z) <0, funkcja maleje
z € (3,6), to f'(x) <0, funkcja maleje
x €(6,00), to f'(x) > 0, funkcja rosnie

A zatem 3 to lokalne minimum. Dodatkowo 0 to tez lokalne maksimum, a 3 to takze lokalne minimum,
co widaé, gdy narysujemy przyblizony wykres:
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f) Obliczyé réwnanie prostej stycznej do f w punkcie x = 1.
f'(-1) =3e3"3 =3 oraz f(-1) = e 3" = 1. A zatem styczna ma réwnanie:

y=3(x+1)+1=3x+4.
g) Korzystajac z reguly de 'Hospitala oblicz:

lim f(x)-
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Mozemy uzyé reguty de 'Hospitala, bo lim, e, 22 = 00 oraz lim, e (z — 3) Inz = co. Zatem:
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Mozemy znéw uzy¢ reguty de ’'Hospitala, bo lim,_, . 22 = 00 oraz limg .., Inx + % = o00. Zatem:
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