Algebra liniowa, WNE, 2018/2019

¢wiczenia 22. — rozwiazania

18 grudnia 2018

1. Znalezé rzut prostopadly punktu p = (1,2,1) € R3:

e na plaszczyzne M opisana rownaniem 2z + 3y — z = 2,
e na prosta L = (3,2, —1) +lin((1,—1,1))

Rozwiazanie:

e Plaszczyzna M przechodzi np. przez punkt (0,0, —2), wiec przesufimy cala sytuacje o wektor (0,0, 2).
Wtedy M przejdzie na T(M), a p na p’ = (1,2,3) i szukamy rzutu p’ na T(M). Wektor prostopadly
do T(M) to n = (2,3, —1), wigc rzut p’ na T(M) to r' = p' — <<’;7’:>>n =(1,2,3) — 2(2,3,-1) =
11—4(4, 13,47). Aby uzyska¢ wynik r, trzeba r’ przesunaé¢ z powrotem, czyli r = ' — (0,0,2) =
1(4,13,19).

e Przesuwamy cala sytuacje o (—3,—2,1), czyli mamy zrzutowaé wektor (1,2,1) + (=3,—-2,1) =
(—2,0,2) na prosta lin((1, —1, 1)), czyli ten rzut to %(1, —1,1) = (0,0, 0). Czyli szukany
punkt to (0,0,0) — (—3,—-2,1) = (3,2, —1).

2. Znalez¢ uklad réwnan i parametryzacje:

e prostej w R? przechodzacej przez punkty (3,3,4), (1,2,3),
e plaszezyzny przechodzacej przez punkty (3,0,1),(2,1,0),(1,1,1).

e hiperplaszczyzny przechodzacej przez punkt (3,2,1,—1) i prostopadlej do hiperplaszczyzny zadanej
uktadem réwnan:

at+b+c+d=-9
a—b+c+2d=—-4

Rozwiazanie:

e ta prosta to (3,3,4) + lin((—2,—1,—1)), czyli parametryzacja to (3 — 2¢t,3 — ¢,4 — t). Aby zna-
lez¢ uktad réwnan znajdujemy baze przestrzeni rozwigzan réwnania —2a — b — ¢ = 0. Ta baza to
{(-2,1,0),(-2,0,1)}. Wyrazy wolne beda wiec wynosi¢ odpowiednio: —6+3 = —3 oraz —6+4 = —2,
czyli szukany uktad réwnan to:

—2r+y=-3
—2r 4+ 2= -2

e ta plaszczyzna to (3,0,1) +1in((—1,1,-1),(—2,1,0)), czyli parametryzacja to (3—t—2s,t+s,1—1).
Aby znalezé¢ uklad réwnan znajdujemy baze przestrzeni rozwiazan ukladu rownan:

-1 1 -1 . -1 0 1
-2 1 0 -2 1 0
czyli baza to {(1,2,1)}. Znajdujemy wyraz wolny: 3+ 1 = 4, czyli szukane réwnanie to x +2y+ 2z = 4.

e w takim razie szukana plaszczyzna to (3,2,1,—1) +1lin((1,1,1,1),(1,—1,1,2)), czyli parametryzacja
to: (34+t+s,2+t—s,14+t+s,—1+1t+2s). Aby znalezé uklad réwnan znajdujemy baze przestrzeni
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czyli baza to {(—3,1,0,2),(—1,0,1,0)}. Znajdujemy wyrazy wolne —9+2 —2=-9i -3+2= -2,
czyli szukany uktad réwnan, to:

—3r4y+2t=-9

—r+z=-2

3. Zmalezé rzut prostopadly punktu p = (2,3,1) € R3:
e na plaszczyzne M opisana rownaniem x — 2y + z = 2,
e na prosta L = (—1,1,0) + lin((1,0,1))
Rozwiazanie:

e Plaszczyzna M przechodzi przez punkt (0,0,2), wiec przesunmy cala sytuacje o wektor (0,0, —2).
Mamy zatem zrzutowa¢ punkt (2,3, —1) ma plaszczyzne o réwnaniu z — 2y + z = 0. Ten rzut to:

((2,3,-1),(1,-2,1))
((1,-2,1),(1,-2,1))

1
(2,3, —1) — (1,-2,1) = (2,3 — 1) + 2(1, ~2,1) = £(17,8,-1)

Przesuwamy z powrotem o wektor (0,0, 2), wiec szukany wektor, to %(17, 8,11).
e Przesuwamy cala sytuacje o wektor —(—1,1,0) = (1,—1,0). Mamy zatem zrzutwa¢ punkt (3,2,1) na
prosta lin((1,0,1)). Jest to zatem:
((3,2,1),(1,0,1))
((1,0,1),(1,0,1))

Przesuwajac go z powrotem o wektor (—1,1,0) otrzymujemy szukany wektor, czyli (1,1,2).

(1,0,1) = 2(1,0,1) =(2,0,2).

1 2 o712V
4. Oblicz | 0 3 0
2 -4 2
Rozwiazanie:

wd) = (1= A3 =\)(2- )

czyli wartosci wlasne to 1,2,3. Obliczamy bazy przestrzeni wlasnych:

0 2 0 2 01
Vip: |0 2 0| =10 10
2 -4 1 0 00
czyli baza V(1) to {(1,0,-2)}.
-1 2 0 1 00
Vgp:| 0 1 0|—=]0 10
2 -4 0 0 0 O
czyli baza V(9) to {(0,0,1)}.
-2 2 0 1 -1 0
Vigy : 0 0 0 - 10 2 1
2 -4 -1 0 0 0
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Zauwazmy, ze: M(id)4 = | —1 0 1 |. Wiec
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5. Niech W C R3 bedzie zadane réwnaniem x — y + z = 0. Znalezé wzér przeksztalcenia bedacego symetrig
prostopadly wzgledem W+,
Rozwiazanie:
Baza W to {(1,1,0),(—1,0,1)}. Natomiast baza W+ to {(1,—1,1)}.
Zauwazamy, ze jeSli ¢ to szukane przeksztalcenie, to ¢((1,1,0)) = (—1,—1,0),¢((—1,0,1)) = (1,0,—1)
oraz ¢((1,—1,1)) = (1,—-1,1), czyli A = {(1,1,0),(—1,0,1),(1,—1,1)} jest baza wlasna dla tego prze-
ksztalcenia z wartosciami wlasnymi odpowiednio —1,—11 1.

1 2 1
Latwo wyliczy¢, ze M(id);‘é:% -1 1 2 |.Czyl:
1 -1 1
1 -1 1 -1 0 0 1 1 2 1
MeEE=|1 0 -1 0 —1o0|.2|-1 1 2|=
0 1 1 0 0 1 1 -1 1
-1 1 1 1 1 2 1
=(-1 0 —-1]--| -1 1 2]|=
0o -1 1 | 3] 1 -11
-1 -2 2
1
-3 2 -1 -2
2 -2 -1

czyli p((2,y,2)) = §(—x — 2y + 22, —20 — y — 22,2z — 2y — 2).



