Algebra liniowa, WNE, 2018/2019
sprawdzian 2., grupa 9:45, wersja A — rozwiazania,

30 listopada 2018

Uwaga: kazdy napotkany uklad réwnan nalezy rozwiaza¢ metoda sprowadzania do postaci schodkowej zre-
dukowanej.

Zadanie 1

Niech beda dane przeksztatcenia ¢: R? — R3, ¢: R? — R? oraz 1: R? — R2, takie ze:
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o((z,y,2)) = (z +y,22),

oraz

gdzie A = {(4,—-3),(-5,4)} 1 C = {(1,0), (1,1)} sa bazami R?, za$ B = {(1,1,1),(0,1,1),(0,2,1)} jest baza R3.
Znajdz:

a) wspélrzedne wektora (v) w bazie C dla wektora v = (—1,2) € R
b) M(¢)5:,
c) M(id)g,
d) M(¢),

)

e) wzér przeksztalcenia 31 + ¢ o .

Rozwigzanie

a) wspohrzedne wektora v (v) w bazie C dla wektora v = (—1,2) € R2.

R

Mamy:

zatem szukane wspolrzedne to 4, 5.
b) M(¢)3t,
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Mamy (1,0) = 4(4, —3) + 3(—5,4) oraz (1,0) = 5(4, —3) + 4(—5,4) M(id)4 =
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d) M(¢)x,
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e) wzor przeksztalcenia 3¢ + ¢ o .

Wyliczamy najpierw macierz w bazach standardowych:
M (3¢ + ¢ o )iy = 3M ()% + M(¢)F - M(p)3, =

= 3M(id)g" - M(v)S, + M()§ - M(p)% - M(id)z =
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A zatem (3¢ + ¢ o p)(z,y) = (36x + 47y, 33z + 42y).

Zadanie 2

Niech ¢: V' — V bedzie przeksztalceniem liniowym o wartosciach i argumentach w przestrzeni liniowej V, w

ktérej rozpatrujemy bazy A oraz B. Niech M(gp)ﬁ:[; :g}orazA:M(id)ﬁ:[g Z}.Znajdi:
a) M(¢)%,
b) A7L,
¢) macierz M ()% (wskazéwka: M (id)A = A™1),
10 27"
d) wyraz w trzecim rzedzie i pierwszej kolumnie macierzy | 0 2 0
2 0 -3
Rozwigzanie
a) M(¢)%,
2 3 1 -2 8 —13
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a zatem A~!
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¢) macierz M((p)g (wskazéwka: M(id)é =AY,
Mamy
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d) wyraz w trzecim rzedzie i pierwszej kolumnie macierzy | 0 2 0
20

Ten wyraz to

0 2
_1)4
(-1) 2 0 ’ —4
= — =-2.
1 0 -2 2
0 2 0
2 0 -3
Zadanie 3
Uzywajac twierdzenia Cramera okredl dla jakich s,t € R uktad rownan
—x2 + I3 = -1
—2x14+ 34 =1
T, —tro+x3—24 = —5—2

Il—I4:O

ma dokladnie jedno rozwigzanie. Nadal uzywajac twierdzenia Cramera znajdz to rozwiazanie dlat =31is =2

oraz wykaz, ze uklad jest sprzeczny dla s = —2, o ile nie jest oznaczony.
Rozwigzanie
Widzimy, ze
0 -1 1 0
-2 0 0 3
1t 1 9 =12-3)-2t+3t=t—-1,
1 0 0 -1
a wiec uktad ma dokladnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy ¢t # 1. Dla t = 3, s = 2 mamy:
-1 -1 1 0
1 0 0 3
-4 -3 1 =2
0 0 0 —-1] 2 1
e 2 T2
0 -1 1 0
-2 1 0 3
1 -4 1 =2
1 0o 0 -1} 2 1
T2 = 2 =3~ b

1 0 0o -1 0 0
Tr3 — 2 = B = u.
0 -1 1 -1
-2 0 0 1
1 -3 1 —4
1 0 0 0 2
Ty = =-=1
2 2
Tymczasem dla t =11 s = —2, wiemy, ze macierz wspotczynnikéw przy zmiennych ma zerowy wyznacznik,
ale, gdy druga kolumna to kolumna wyrazéw wolnych, to dostajemy
0 -1 1 0
-2 1 0 3
10 1 —2|” 7270
1 0 0 -1



co dowodzi, ze uktad jest wtedy sprzeczny.

Zadanie 4
Niech bedzie dana macierz
[ 2t 1 1 2019 2018 2019 2018 2019 |
0 2t+1 1 2018 2019 2018 2019 2018
—1 0 1 2019 2018 2019 2018 2019
0 0 0 1 2 2 0 1
M= 0 0 0 1 17 -8 10 1
0 0 0 -1 -8 2 t—5 -1
0 0 0 2 10 8 5 2
0 0 0 -3 -15 0 -5-t -1 |

Sprawdz dla jakich ¢t € R macierz M jest odwracalna, oraz oblicz det(2 - (M ~2)) dla t = 2.

Rozwigzanie

Widzimy, ze macierz ta jest w postaci blokowej M = [ 61 ; } gdzie macierze A i B sa odpowiednio 3 x 3
oraz H X 5.

2 1 1
detA=| 0 2t+1 1 |=4tt+1).
-1 0 1

Tymczasem wyznacznik macierzy B liczymy sprowadzajac ja do postaci tréjkatne;j:

-1 =8 2 t—5 =1 | we—wi,ws+ wi,ws — 2wy, ws + 3w
2 10 8 5 2
-3 —-15 0 —-5—-t -1
1 2 2 0 1 1 2 2 0 1
0 15 -10 10 0 0o 3 -2 2 0
0 -6 4 t—5 0 |wy-(1/5)| 0 =6 4 t—5 0 | w3+ 2w, wy— 2ws,ws + 3ws
0 6 4 5 0o |0 6 4 5 0
0 -9 6 —5—t 2 0 -9 6 —-5—-t 2
1 2 2 0 1 1 2 2 0 1
0 3 -2 2 0 0 3 -2 2 0
00 0 t—1 0 |wz—wg| 0 O 8 1 0 | ws + wy
0 0 8 1 0 0O 0 0 t—1 0
00 0 1—t 2 0O 0 0 1—t 2
1 2 2 0 1
0 3 -2 2 0
0 0 8 1 0
00 0 t—1 0
0 0 O 0 2

Skoro wyznacznik koncowej macierzy wynosi 48(t — 1), to det B = 48(t — 1) - 5 - (—1) = —240(¢t — 1). Zatem
macierz det M = det A-det B = —960(t — 1)t(t + 1) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy t € R\ {-1,0,1}.
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Dla t = 2 mamy det M = —960 - 2 - 3, zatem det(2 - (M ™?)) = 55557 = 139550 -



