Algebra liniowa, WNE, 2018/2019
¢wiczenia 17. — rozwiazania

27 listopada 2018

1. Dla endomorfizmu ¢: R? — R? o((z,y)) = (3x + 4y,5x — 2y) oraz baz: A; = {(4,1),(3,1)}, Az
{(2,3),(5,8)}, As = {(4,2),(1,1)} znalezé macierze A; = M(p)%

C;'ACij dlad, j =1,2,3.

3 4

Rozwiazanie: M (p)5 = { = g

bazie Ay: (1,0) = (1,—1)4,,(0,1) = (=3,4).4,. Wiec M (id)3* = [ _11 _43 } i oczywiscie: M (id)%,
[ 411 ? ] W takim razie:
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Al :M(@)Ai = M(ld)sth(W)szM(ld)ﬁl = |: -1 4 :| ' [ 5 —92 :l : |: 1 1 :| =
| —12 10 ) 4 3 —38 —26
o 17 -12 1 1| 56 39 |-

A;

] . Sprawdzmy jak wektory z bazy standardowej przedstawiaja sie

oraz macierze C;; spelniajace A;

W

Obliczmy jak sie przedstawiaja wektory z bazy Az i As w bazie A;: (2,3) = (=7,10) 4,, (5,8) = (—19,27) 4,
oraz (4,2) = (—2,4) 4,,(1,1) = (=2, 3) 4, oraz wspélrzedne wektoréw z As w bazie

As: (4? 2) = (227 _8)A2(17 1) = (37 _1)./423 CZyliZ
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2. Dla ponizszych endomorfizméw znalezé wartoéci wlasne i bazy odpowiadajacych im przestrzeni wlasnych:
o p:R? = R% o((z,y)) = 2z —y, v + 2y),
o p: R* = R o((x,y,2,t)) = (—6x —y + 22,3z + 2y + t, — 14w — 2y + 5z, —t).
Rozwiazanie:

°
2—X -1

w) =" 9y

‘(2A)21/\24)\+3,

wiec A = 16 — 12 = 4, czyli wartosci wlasne to 1, 3.
z—y=0

Przestrzen wtasna dla wartosci wlasnej 1 jest opisana uktadem réwnan { i 0 czyli jej baza
—rty=

jest jednowektorowa i jest to wektor (1,1).

—r—y=0

—r—y=

Przestrzen wlasna dla wartosci wlasnej 3 jest opisana uktadem réwnan { , czyli jej baza

jest jednowektorowa i jest to wektor (1, —1).

—-6-X -1 2 0
3 2—-A 0 1
—14 -2 5= 0
0 0 0 —1-A

=(=1-X) 3 2-X 0 |[=Q+DN =X -X+1)=A-12N+1)>2%
—14 -2 5-)

Czyli wartosci wlasne to 11 —1.
Przestrzen wlasna dla wartosci 1:
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1 21 7 7 -1
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czyli baza jest jednowektorowa, np: (1,—3,2,0).
Przestrzen wlasna dla wartosci —1:
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czyli znéw baza jest jednoelementowa, np: (1, —1,2,0).

3. Dla ponizszych endomorfizméw ¢: V' — V zbadaé, czy istnieje baza A przestrzeni V zlozona z wektoréow
wlasnych endomorfizmu . Jedli tak, to podaé przyktad takiej bazy i wyliczy¢ M(cp)f‘.

o V =R2p((a,b)) = (a—b,a+3b),
o V=R*p((a,b,c,d) = (2a+4b,5a + 3b,c + d, 3c — d).
Rozwiazanie:

wAN) =1 =AN)B =N +1=X —4)\+4,
czyli jest jedna wartosci wlasna: 2. Przestrzen wlasna dla wartosci 2 rozpieta jest przez wektor (1, —1),
czyli przestrzen rozpieta przez wektory wtasne jest tylko jednowymiarowa.
wA) = ((2=NB =) =20)((1 = A)(=1 =) —3) = (A2 =5\ — 14)(\* — 4)

A wiec sg trzy wartosci wlasne: —2,21 7.
Dla wartosci —2:

4 4 0 0 4 4 0 0 1 10 0
55 0 0 00 0 0 00 3 1
00 3 1 |W2TgWnwamws| g o g g |Wlbw w5 g
00 3 1 00 00 000 0
czyli przykladowa baza to (1,—1,0,0), (0,0, 1, —3).
Dla wartosci 2:
04 0 0 01 0 0 01 0 0
5100 0 1 . 151 0 0 /50 0 0f 1
00 -1 1 Loy 3o o0 -1 1|22 % 1o 0 -1 1|5
_ R —
00 3 -3 00 0 0 00 0 0
01 0 0 100 0
10 0 0 . 1) 010 0
00 —1 1 |HLTwws 00 1 —1
00 0 0 000 0

czyli baze przestrzeni wlasnej stanowi wektor (0,0,1,1).
Dla wartosci 7:

-5 4 0 0
5 -4 0 O
0 0 -6 1

o 0 3 =8

I widaé¢ od razu, ze przestrzen wlasna rozpina (4,5,0,0).
Razem wektory stanowia baze przestrzeni V: A = {(1,-1,0,0),(0,0,1,-3),(0,0,1,1),(4,5,0,0)}

-2 0 0 0
0 -2 0 0
oraz M(p)%4 = 0 0 2 0
0 0 0 7



-1 3 3 -1
znalez¢ macierze Cj, ze C;lAiCl- jest diagonalna, ¢ = 1, 2.

4. Dla macierzy: Ay = [ 11 } , Ay = { > 3 ] zbadaé czy jest ona diagonalizowalna. Jedli tak, to

Rozwiazanie wi(A) = (1 — A)(3 = A\) + 1 = A% — 4\ + 4. Jest jedna warto$¢ wlasna réwna 2, a przestrzen
wlasna dla niej jest rozpieta przez wektor (1, 1), wiec nie ma bazy zlozonej z wektoréw wlasnych, czyli
macierz A; nie jest diagonalizowalna.

wa(A) = (5= M) (=1 = A) +9 = A2 — 4\ + 4. Podobnie mamy tylko jedna warto$¢ wlasna réwna 2, a
przestrzen wlasna, podobnie, rozpieta jest przez wektor (1,1), czyli zndéw nie ma bazy wlasnej i macierz
nie jest diagonalizowalna.



