Algebra liniowa, WNE, 2018/2019
sprawdzian 1., grupa 9:45, wersja A — rozwiazania,

30 pazdziernika 2018

Uwaga: kazdy napotkany uklad rownan nalezy rozwiaza¢ metoda sprowadzania do postaci schodkowej zre-
dukowanej.

Zadanie 1

Wyznacz wielomian w(z) stopnia czwartego, taki ze w(—1) = 0,w(—2) = —45,w(2) = —21 oraz posiadajacy
wszystkie pierwiastki rzeczywiste, ktorych iloczyn wynosi 15, a suma —2. Znajdz ten wielomian i jego pierwiastki.
Wskazéwka: skorzystaj ze wzoréw Viete'y, ktére méwia, ze iloczyn pierwiastkéw wielomianu ax? + ba3 +
cx? + dx + e wynosi <, za$ ich suma —g.
Rozwiazanie:
Zapisujac w postaci ukladu rownan dane, ktére mamy o wielomianie, otrzymujemy:

a—b+c—d+e=0

16a 4+ 8b+4c+2d+e=-21
16a — 8b + 4¢ — 2d + e = —45
156 —e =0

—2a+b=0

Dla uproszczenia rachunkéw kolumny w macierzy zapisujemy w kolejnosci e, d, ¢, b, a i sprowadzamy do postaci
schodkowej zredukowanej:

1 -1 1 -1 1 0 1 -1 1 -1 1 0
1 2 4 8 16 -21 0 3 3 9 15 -21 .
1 -2 4 -8 16 —-45 |wy—wi,w3—wi,wg+wy | 0 =1 3 =7 15 —45 [ wy- =
1 0 0 0 15 0 0 -1 1 -1 16 0o |—3
0 0 0 1 -2 0 00 0 1 -2 0
1 =11 -1 1 0 1 -1 1 -1 1 0
0 1 1 3 5 -7 0 1 1 3 5 -7 .
0 -1 3 -7 15 —45 |ws+wo,wsdws| 0 0 4 —4 20 —52 |wy-=
0 -1 1 -1 16 0 o0 2 2 21 -7 |—2
0 0 0 1 -2 0 00 0 1 -2 0
1 =11 -1 1 0 1 =11 -1 1 0
0 1 1 3 5 -7 01 1 3 5 -7
0 0 1 -1 5 —13 wyq — 2’(1}3 0 0 1 -1 5 —13 Wy < Ws
0 0 2 2 21 -7 0 0 0 4 11 19 '
00 0 1 -2 0 00 0 1 -2 0
1 =11 -1 1 0 1 -1 1 -1 1 0
0 1 1 3 5 -7 01 1 3 5 -7 .
0 0 1 -1 5 —13 |ws—4w,| 0 0 1 =1 5 =13 |wy-—
00 0 1 -2 0 lo 0o 0o 1 -2 o |—4
0 0 0 4 11 19 0 0 0 0 19 19



1 -1 1 -1 1 0
o 1 1 3 5 -7
0O 0 1 -1 5 =13 | w —ws,wy — dws, w3 — dws, ws + 2ws
o 0o 0 1 -2 0
0 0 0 O 1 1
1 -1 1 -1 0 -1 1 -1 1 0 0 1
0o 1 1 3 0 -12 0 1 1 0 0 -18
0 0 1 -1 0 =18 |w+wg,wy—3wg,wg+wge| 0 0 1 0 0 —-16 | wy —ws,wy — w3
0O o 0 1 0 2 0O 0 01 0 2
0O 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1
1 -1 0 0 0 17 1 0 0 0 0 15
0O 1 0 0 0 -2 01 0 0 0 -2
0O 0 1 0 0 —-16 |w+wey| 0 0 1 0 0 -16
o 0 01 0 2 0001 0 2
0 0 0 0 1 1 00 0 01 1

Czyli szukany wielomian to z# + 2% — 1622 — 2z + 15. Wiadomo, ze —1 jest jego pierwiastkiem, po podzieleniu
przez (x + 1) zostaje: x® +x? — 172 + 5. Zauwazamy, ze takze 1 jest pierwiastkiem. Po podzieleniu przez (z — 1)
otrzymujemy: x2 + 2z — 15, czyli A = 64, a pozostale pierwiastki to: 3 i —5.

Zadanie 2.

Zbada¢ dla jakich wartosci ¢t € R nastepujacy uktad réownan:

r+z=25
—r+ (2 -5)z=t-3
20 +3y+32=10

jest oznaczony, dla jakich nieoznaczony, a dla jakich sprzeczny. W przypadku, gdy ¢ = 1 podaé jego rozwiazanie.
Podaé przyklad takiej bazy przestrzeni R3, ze wektor ten ma w niej wspétrzedne 0, %, 1.

Rozwiazanie:
Whpisujemy w macierz i sprowadzamy do postaci schodkowej:

1 0 1 ) 1 0 1 ) 1 0 1 )
-1 0 t2—5 t—3 w2+w1,w3—2w1 0 0 t2—4 t+2 Wo < W3 0 3 1 0
2 3 3 10 0 3 1 0 0 0 t>2—4|t+2

Widaé, ze sa 3 przypadki. Jesli ¢ = 2 to uklad jest sprzeczny, jesli t = —2, to nieoznaczony, a jesli t € R\ {-2,2},
to jest oznaczony. Kontynuujemy rachunki dla ¢ = 1:

1 0 115 1 1 0 1] 5 1 0 0] 6 1 1 0 0| 6
0 3 1 0 ws ? 0 3 1 0 w1 — W3, Wy — W3 0 3 0 1 ’wg'g 01 0 %
00 -3|3|]——100 1]|-1 0o01|-1|——]0 0 1]-1

Zatem szukane rozwiazanie to (6, %, —1), a przyktadowa baza to: (1,0,0), (0, 1,0), (6,0, —1) — latwo sprawdzié,
ze jest to uktad liniowo niezalezny.

Zadanie 3.

Dane sa w przestrzeni R® podprzestrzen W, rozwiazan ukladu réwnan:
r+y+z+t=0

r+2y—z+1t=0
r+y+z+t+aw=0

oraz

Vp =1in((-3,2,1,0,0),(-1,0,0,b,0),(—4,2,1,b,0),(0,0,0,0,b)),
gdzie a,b € R.



znajdz baze i wymiar podprzestrzeni W, w zaleznosci od a € R.

znajdz baze i wymiar podprzestrzeni V, w zaleznosci od b € R.

a dla jakich wartoéci a,b € R, V;, = W, 7

czy istniejg takie a,b € R, ze znaleziona baze przestrzeni W, mozna uzupekié¢ do bazy przestrzeni R?
wektorami lezacymi w przestrzeni V37

Rozwiazujemy zadany uklad réwnan sprowadzajac macierz do postaci schodkowej

11 1 1 0/0 11 1 1 010 10 3 1 010
1 2 -1 1 0 W — W1, W3 — W7 01 -2 0 0 w1 — W 01 -2 0 0
11 1 1 a0 00 0 0 alO 00 0 0 alO
A zatem, jesli a # 0 mamy 3 schodki i dim W, = 2 i baza to {(—3,2,1,0,0),(—1,0,0,1,0)}, za$ jesli a = 0, to

0), (=
mamy 2 schodni oraz dim W, = 3 i baza to {(-3,2,1,0,0),(-1,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)}.
Tymczasem jest jasne, ze jedli b = 0, to dimV}, = 2 oraz baza to {(-3,2,1,0,0),(—1,0,0,0,0)}, za$ jesli
b # 0, to dim V}, = 3 oraz baza to {(—3,2,1,0,0),(-1,0,0,5,0), (0,0,0,0,1)}.
Zatem aby V, = W, to przede wszystkim musza sie zgadza¢ wymiary. Mamy wtedy dwa przypadki:

e gdy wymiary te wynosza 2, czyli a # 0, b = 0. Ale wtedy te przestrzenie sg rézne, bowiem wektor
(—=1,0,0,0,0) nie spelnia pierwszego réwnania.

e gdy wymiary te wynosza 3, czyli a = 0 oraz b # 0. Wtedy pierwszy wektor i trzeci spelnia oba réwnania.
Drugi spehia je, tylko gdy b = 1.

Wobec tego te przestrzenie sie pokrywaja wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0 oraz b = 1.

Skoro wektor (—3,2,1,0,0) zawsze lezy w pierwszej z przestrzeni, to jedyna szansa na ich uzupelnienie
(wystarczajaca liczba wymiaréw w obu nich), to gdy oba wymiary wynosza 3. Jednak wtedy réwniez ostatni
wektor w znalezionej bazie V;, lezy w pierwszej z przestrzeni, co czyni operacje uzupelnienia niemozliwa.

Zadanie 4.

Znalez¢ baze i wymiar podprzestrzeni przestrzeni R® rozpietej na wektorach (1,2, —1,2,—1), (2,5, —2,5,3) oraz
(3,7,—3,7,2). Nastepnie znalez¢ uktad réwnan jednorodnych opisujacy te podprzestrzen.
Zmajdujemy baze:

1 2 -1 2 -1 1 2 -1 2 -1 1 2
25 -2 5 3 |w—2w,ws—3w, {0 1 0 1 5 |wg—wey| 0 1 0 1 5
3 7 =3 7 2 01 0 1 5 00 0 0 O

A zatem baza to (1,2,—1,2,—1),(0,1,0,1,5), a wymiar badanej podprzestrzeni to 2. Kontynuujemy tym
razem rozwigzywanie ukladu réwnan na wspélczynniki szukanego uktadu rownan:

12 -1 2 -1 o [1 0 -1 0 -1
01 0 1 5 | 01 0 1 5

A zatem baza przestrzeni wspélczynnikéw to (1,0,1,0,0),(0,-1,0,1,0), (11,-5,0,0,1) a zatem odpowiada-
jacy jej szukany uklad réwnan to:
1+ x3=0
—x9+ x4 =0
112y —daxo+ 25 =0



