Algebra liniowa, WNE, 2018/2019
sprawdzian 1., grupa 8:00 — rozwigzania

30 pazdziernika 2018

Uwaga: kazdy napotkany uklad réwnan nalezy rozwiaza¢ metoda sprowadzania do postaci schodkowej zre-

dukowanej.

Zadanie 1

Wyznacz wielomian w(x) stopnia trzeciego, taki ze w(—3) = —32,w(1) = —16,w(3)

—32 oraz posiadajacy

wszystkie pierwiastki rzeczywiste, ktorych iloczyn wynosi 5. Znajdz te pierwiastki.
Wskazéwka: skorzystaj ze wzoru Viete'y, ktéry méwi, ze iloczyn pierwiastkéw wielomianu ax® 4 bx? +cx +d

i —d
Wynosi —.

Rozwigzanie

Dostajemy nastepujacy uktad réwnan:

a+b+c+d=-16
27a4+9b+ 3c+d = —-32
—27a+9b —3c+d=—-32
5a+d=0

Zapisujemy macierz od konca (niewiadome w kolejnosci d, ¢, b, a, a na konicu kolumna wyrazéw wolnych)

Czyli nasz wielomian to (pamietamy, ze w macierzy wspétezynniki zapisaliSmy wspak):
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w(z) = 23 —32%2 -9z 5.
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Znajdzmy jego pierwiastki: pierwszy zgadujemy — jest nim —1. Dzielimy nasz wielomian przez dwumian
(x 4+ 1) i dostajemy: 22 — 42 — 5. I juz mozemy uzyé standardowej metody, czyli A = 36, czyli pierwiastki to:
—115, a wiec ostatecznie pierwiastki w(z) to —1 (podwdjny) i 5.

Zadanie 2.

Rozwiazujac odpowiedni uklad réwnan, zbadaé dla jakich wartosci s,t € R wektor w = (0,s — ¢t — 2,1) jest
kombinacja liniowa ukladu wektoréw: (1,—1,2),(2,—t — 2,5),(1,0,3). Wywnioskuj, dla jakich s,t € R ten
uklad trzech wektoréw jest baza przestrzeni R?, a w przypadku gdy t = 0, s = 3 znajdZ w tej bazie wspélrzedne
wektora w. W tym przypadku przedstaw przyklad bazy R?, w ktérej wektor w ma wspéirzedne 1,1, 1.

Rozwigzanie

No to zapisujemy macierz i sprowadzamy do postaci schodkowe;j.
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A zatem jasne jest, ze jeSli t #% —1 lub s = 2, to uklad jest niesprzeczny, i w jest kombinacja liniowa danego
ukladu wektorow. Aby ten uklad byl baza potrzeba i wystarcza, zeby uklad byl oznaczony, czyli t # —1.
Kontynuujemy rozwigzanie uktadu dla ¢t = 0, s = 3, aby policzy¢ wspoélrzedne.
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A zatem szukane wspélrzedne to —1,0,1. W przypadku 0,s = 3 mamy w = (0, 1, 1), wiec przyklad bazy,

t =
w ktérej ma on wszystkie wspéirzedne 1,1,1 to (1,0,0), (-1, 1,0), (0,

Zadanie 3.
Dane sa w przestrzeni R* podprzestrzenr W = {(x1, v9, 73, 24): 21 — 229 — 373 — 74 = 0} oraz

W = 1111((17 17 13 74)7 (71,157 —t— 27t + 5)3 (17 1737 710)3 (070707 |t| - 1))

znajdz baze i wymiar podprzestrzeni W.

e uzupetnij znaleziong baze do bazy calej przestrzeni R%.

e oblicz w znalezionej bazie R* wspéhrzedne wektora (2,0, 1,5)

e dla jakich wartosci t € R, V; C W (kazdy wektor przestrzeni V; jest w przestrzeni W)?
e a dla jakich wartosci t € R, V; = W?

Oczywiscie rozwiazaniem podanego réwnania na W jest 1 = 2xs + 3x3 + x4, a zatem rozwiazanie ogdlne
to (2xe + 3x3 + 4, T2, x3,24). A zatem baza to (2,1,0,0),(3,0,1,0),(1,0,0,1), a dim W = 3.

Widaé, ze dodanie do tej bazy wektora (1,0,0,0) powoduje, ze bardzo tatwo macierz z tymi wektorami w
wierszach sprowadzié¢ do postaci schodkowej, a zatem (2, 1,0,0), (3,0,1,0), (1,0,0,1), (1,0,0,0) to baza R*.

Obliczamy wspolrzedne wektora (2,0, 1,5) rozwiazujac uklad réwnan:
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A zatem wspoélrzedne tego wektora to 0,1,5,—6 i rzeczywiscie (2,0,1,5) =0-(2,1,0,0) +1-(3,0,1,0) +

5(1,0,0,1) — 6(1,0,0,0).
Znajdzmy teraz baze Vi:
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I juz widaé, ze jedlit # 1, —1 todimV = 4. Jedlit = 1, to dim V' = 3, zas jesli t = —1, to w ogdle dim V = 2.
A zatem V; C W moze si¢ zdarzyé tylko jesli ¢ = 1 lub t = —1. SprawdZmy, czy te wektory spelniajag

réwnanie na W:

1,1,1,—4) spekia

0,0,2,—6) spekia

0,t+1,—t —1,¢t + 1) spelnia niezaleznie od ¢,

(1,
(
(
e (0,0,0,|t|] — 1) speliadlat=11lubt =

A zatem V; C W wtedy i tylko wtedy, gdy t =1 lub ¢t = —1.
Aby V; = W dodatkowo musza sie zgadzaé¢ wymiary, a wiec ta réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
t=1.

Zadanie 4.

Znalezé baze i wymiar podprzestrzeni przestrzeni R® rozpietej na wektorach (4,5,4),(1,1,2),(2,3,0) oraz
(—3,—4,—2). Nastepnie znalez¢ uklad réwnan jednorodnych opisujacy te podprzestrzen.
Zmajdujemy baze:
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A zatem baza to (1,1,2),(0,1,—4), a wymiar badanej podprzestrzeni to 2. Kontynuujemy tym razem roz-
wiazywanie ukladu réwnan na wspélezynniki szukanego uktadu réwnan:

11 2 _ 1 0 6
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A zatem rozwiazanie ogblne to a = —6¢,b = 4c. A zatem baza przestrzeni wspélczynnikéw to (—6,4,1) a
zatem odpowiadajacy jej szukany uklad réwnan sklada si¢ z jednego rownania i jest to:

—6x+4y+2=0



