A.

Udowodnij, ze podzialow liczby n na cztery skiadniki jest tyle samo co podzialéow
liczby 3n na cztery skiadniki o rozmiarze co najwyzej n — 1.

B.

Udowodnij, ze (P,)* < Ps, dla n > 0, gdzie P, oznacza liczbe podzialéw n.

C.

Jak wyglada enumerator podziatow, o ktérych wiadomo, ze zawieraja co najmniej je-

den sktadnik rozmiaru 2, co najwyzej trzy sktadniki rozmiaru 3 i dokladnie dwa skladniki
rozmiaru 5 7

D.

Udowodnij, ze liczba % jest catkowita dla dowolnych naturalnych n > 01i k.

E.

Niech a,(k) oznacza liczbe n-permutacji z powtérzeniami ze zbioru {1,...,k}, w

ktorych k wystepuje nieparzysta liczbe razy. Znajdz zwarty wzoér na a,(k) dla k > 1.

1.

Udowodnij, ze dla z,y,n € N zachodzi tozsamosé (z +y)" = >, (}) aFynF
2.

Udowodnij tozsamosé¢ >y k™ =S p_ k(7)) {7}

k+1

3.

Niech a,, oznacza liczbe n-ciagow zerojedynkowych nie zawierajacych spdjnego pod-
ciagu 011.
Zmajdz funkcje tworzaca i zwarty wzor na a,,.



4.

Niech a,, oznacza liczbe uporzadkowanych podzialéw n-zbioru, w ktérych kolejnosé
elementéw w bloku jest bez znaczenia, natomiast istotna jest kolejno$¢ blokéw (np.
as = 3:<{1,2} > < {1}4{2} >, < {2}, {1} >).

a) Udowodnij, ze ciag (a,) spemia zaleznosé rekurencyjna
n = Z?z_ol (P ai, ao = 1.

b) Udowodnij, ze a,, = 3 > 12 5%, gdzie przyjmujemy , ze 0° = 1.

D.

Niech s, bedzie liczba wszystkich skonczonych ciagow < xy,...,xp > liczb natural-
nych, takich ze dla kazdego i zachodzi 1 < z; < n oraz ;1 > 2x; (dlugosé ciagu k moze
by¢ dowolna, w szczegdlnosei réwna 0). Udowodnij, ze ciag s, spelnia réwnanie rekuren-
cyjne
Sp = Sp—1+ S|ns2) dlan > 1; 5o = 1.

Wykaz, ze funkcja tworzaca S(z) ciagu s, spemia zaleznosé

(1—2)S(2) = (14 2)S(z2).
6.

Udowodnij, ze dla n > 0 liczba permutacji < aq,...,a, > zbioru {1,...,n} takich,
ze a1 —a; # 1 dlat =1,...n—1, jest rtéwna = D, + D,,_1, gdzie D, to liczba n-
nieporzadkéw.
Wskazéwka: Zasada wilaczania-wytaczania.

7.

Uporzadkowanym podzialem dodatniej liczby catkowitej n, czyli n-kompozycja na-
zywamy przedstawienien w postaci sumy dodatnich skladnikéw, przy czym kolejnosé
sktadnikéw w tym przedstawieniu jest istotna (np. 3-kompozycje to: 1+1+1, 142,241, 3).
Udowodnij, ze uporzadkowanych podzialéw liczby n na sktadniki < 2 jest tyle samo, co
uporzadkowanych podzialéow liczby n + 2 na sktadniki > 2.

8.

Niech Wy (n) oznacza liczbe podzialéw n na skladnikiwieksze lub réwne k, zas My (n) -
liczbe podzialéw n na skladniki mniejsze badz réwne k, w szczegélnosci Wi, (0) = M (0) =
1 dlau £ > 0. Udowodnij, ze dlan > 0



Zkzl(Mk(n —k)—Wi(n—k))=0.



