
A.

Udowodnij, że podzia lów liczby n na cztery sk ladniki jest tyle samo co podzia lów
liczby 3n na cztery sk ladniki o rozmiarze co najwyżej n− 1.

B.

Udowodnij, że (Pn)2 < P5n dla n > 0, gdzie Pn oznacza liczbe֒ podzia lów n.

C.

Jak wygla֒da enumerator podzia lów, o których wiadomo, że zawieraja֒ co najmniej je-
den sk ladnik rozmiaru 2, co najwyżej trzy sk ladniki rozmiaru 3 i dok ladnie dwa sk ladniki
rozmiaru 5 ?

D.

Udowodnij, że liczba (kn)!
k!(n!)k

jest ca lkowita dla dowolnych naturalnych n > 0 i k.

E.

Niech an(k) oznacza liczbe֒ n-permutacji z powtórzeniami ze zbioru {1, . . . , k}, w
których k wyste֒puje nieparzysta֒ liczbe֒ razy. Znajdź zwarty wzór na an(k) dla k > 1.

—————————————————

1.
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3.

Niech an oznacza liczbe֒ n-cia֒gów zerojedynkowych nie zawieraja֒cych spójnego pod-
ciagu 011.
Znajdź funkcje֒ tworza֒ca֒ i zwarty wzór na an.



4.

Niech an oznacza liczbe֒ uporza֒dkowanych podzia lów n-zbioru, w których kolejność
elementów w bloku jest bez znaczenia, natomiast istotna jest kolejność bloków (np.
a2 = 3 :< {1, 2} >,< {1}.{2} >,< {2}, {1} >).

a) Udowodnij, że cia֒g (an) spe lnia zależność rekurencyjna֒
an =

∑n−1
i=0

(

n
i

)

ai, a0 = 1.

b) Udowodnij, że an = 1
2

∑∞
k=0

kn

2k
, gdzie przyjmujemy , że 00 = 1.

5.

Niech sn be֒dzie liczba֒ wszystkich skończonych cia֒gów < x1, . . . , xk > liczb natural-
nych, takich że dla każdego i zachodzi 1 ≤ xi ≤ n oraz xi+1 ≥ 2xi (d lugość cia֒gu k może
być dowolna, w szczególności równa 0). Udowodnij, że cia֒g sn spe lnia równanie rekuren-
cyjne
sn = sn−1 + s⌊n/2⌋ dla n ≥ 1; s0 = 1.
Wykaż, że funkcja tworza֒ca S(z) cia֒gu sn spe lnia zależność
(1 − z)S(z) = (1 + z)S(z2).

6.

Udowodnij, że dla n > 0 liczba permutacji < a1, . . . , an > zbioru {1, . . . , n} takich,
że ai+1 − ai 6= 1 dla i = 1, ..., n − 1, jest równa = Dn + Dn−1, gdzie Dn to liczba n-
nieporza֒dków.
Wskazówka: Zasada w la֒czania-wy la֒czania.

7.

Uporza֒dkowanym podzia lem dodatniej liczby ca lkowitej n, czyli n-kompozycja֒ na-
zywamy przedstawienien w postaci sumy dodatnich sk ladników, przy czym kolejność
sk ladników w tym przedstawieniu jest istotna (np. 3-kompozycje to: 1+1+1, 1+2, 2+1, 3).
Udowodnij, że uporza֒dkowanych podzia lów liczby n na sk ladniki ≤ 2 jest tyle samo, co
uporza֒dkowanych podzia lów liczby n + 2 na sk ladniki ≥ 2.

8.

Niech Wk(n) oznacza liczbe֒ podzia lów n na sk ladnikiwie֒ksze lub równe k, zaś Mk(n) -
liczbe֒ podzia lów n na sk ladniki mniejsze badź równe k, w szczególności Wk(0) = Mk(0) =
1 dlau k > 0. Udowodnij, że dla n > 0



∑

k≥1(Mk(n− k) −Wk(n− k)) = 0.


