
Zadania dodatkowe.

1. Udowodnij nierwówność mie֒dzy średnia֒ arytmetyczna֒ a geometryczna֒:
a1+a2+...+an

n
≥ n

√
a1a2 . . . an, dla a1, a2, . . . , an ≥ 0

przy pomocy naste֒puja֒cego wariantu indukcji:
Jeśli

• P (1),

• P (n) ⇒ P (2n),

• P (n) ⇒ P (n− 1) dla n > 1,

to P (n) dla każdego n ≥ 1.

2. Udowodnij, że każda֒ dodatnia֒ liczbe֒ ca lkowita֒ można przedtawić w postaci
±12 + ±22 · · · ± k2

przy pomocy naste֒puja֒cego wariantu indukcji:
Jeśli

• P (1), . . . , P (4),

• P (n) ⇒ P (n + 4),

to P (n) dla każdego n ≥ 1.

3. Udowodnij, że liczba
⌊n

1
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2
⌋ + . . . + ⌊n

n
⌋ + ⌊√n⌋

jest parzysta.
Wskazówka: Indukcja. Które liczby maja֒ parzysta֒, a które nieparzysta֒ liczbe֒ dzielników ?

4. Udowodnij, że za pomoca֒ znaczków o nomina lach 4 i 5 centów można ofrankować
przesy lke֒ na każda֒ kwote֒ powyżej 11 centów.

5. Rozważmy naste֒puja֒ca֒ gre֒: gracze A i B w kolejnych rundach na przemian od lamuja֒
z tabliczki czekolady o pocza֒tkowym rozmiarze m × n (m,n ∈ Z

+) prostoka֒tny pasek
(wzd luż ca lego brzegu) i zjadaja֒ go. Przegrywa ten, kto zostanie zmuszony do zjedzenia
lewego górnego rogu. Kto wygrywa w tej grze ?

6. Na brzegu ko la zaznaczono n punktów i narysowano wszystkie  la֒cza֒ce je cie֒ciwy, przy
czym żadne trzy cie֒ciwy nie przecinaja֒ sie֒ w jednym punkcie. Na ile cze֒ści zosta lo po-
dzielone ko lo ?



7. Rozwia֒ż naste֒puja֒ce równanie rekurencyjne.
nfn = (n + 2)fn−1 + (n + 2), gdzie f0 = 0

8. Udowodnij, że każda֒ dodatnia֒ liczbe֒ ca lkowita֒ można przedstawić jako sume֒ liczb
postaci 2a3b, przy czym żaden sk ladnik nie jest dzielnikiem innego.


