1. Niech a,b € R. Wyraz przez podlogi i sufity moc zbioru

a) Z N la, b,

b) Z N [a,b),

c) ZnN(a,b,
) ZN(a,b).

2. Czy dla kazdego rzeczywistego x > 1 zachodzi réwnos¢ [lg[z]] = [lgz] 7

Co jesli wszystkie lub niektore sufity zamienimy na podiogi ?
Co jedli zamiast lgx wezmiemy Inx lub /z ?

o,

3. Sprébuj udowodnié przez indukcje nieréwnosé > 7, 1712 <2
Jesli nie wychodzi, to sprébuj wzmocnié teze.

4. Udowodnij przez indukcje dolne oszacowanie dla liczb harmonicznych Hy» > 5 + 1.

5. Udowodnij przez indukcje nieréwnosé Bernoulli’ego: 1+ nh < (1+ h)", ktéra zachodzi
dla rzeczywistego h > —1 i naturalnego n.

6. Udowodnij, ze za pomoca znaczkéw o nominalach 4 i 5 centéw mozna ofrankowac
przesytke na kazda kwote powyzej 11 centow.

7. Rozwazmy nastepujaca gre: gracze A i B w kolejnych rundach na przemian odlamuja
z tabliczki czekolady o poczatkowym rozmiarze m x n (m,n € Z*) prostokatny pasek
(wzdhuz calego brzegu) i zjadaja go. Przegrywa ten, kto zostanie zmuszony do zjedzenia
lewego gérnego rogu. Kto wygrywa w tej grze 7

8. W grze NIM dwdéch graczy na przemian usuwa kamienie podzielone na pewna liczbe
grup. W jednym ruchu mozna usuna¢ dowolna dodatnia liczbe kamieni z jednej z grupy.
Wygrywa ten gracz, ktory usunie ostatni kamien.

Udowodnij, ze stan w grze opisany liczbami kamieni w poszczegélnych grupach aq, ..., ay

jest przegrywajacy dla gracza, ktéry ma wykonaé ruch, wtedy i tylko wtedy, gdy f(a1,...,a;) =
a1 @ ...d a, =0, gdzie @ oznacza operacje xor.

9. Do problemu wiez Hanoi dokladamy dodatkowe ograniczenie: nie wolno przekladaé
krazka bezposrednio miedzy stupkami A i C'. Ile teraz potrzeba ruchéw ?

10. Na brzegu kola zaznaczono n punktéw i narysowano wszystkie taczace je cieciwy,
przy czym zadne trzy cieciwy nie przecinaja sie¢ w jednym punkcie. Na ile czesci zostalo

podzielone koto ?

11. Udowodnij, ze kazda dodatnia liczbe catkowita mozna przedstawié¢ jako sume liczb



postaci 293°, przy czym zaden skladnik nie jest dzielnikiem innego.

12. Udowodnij, ze kazda dodatnia liczbe calkowita mozna przedstawi¢ w postaci
+12 4422 .. £ k?

przy pomocy nastepujacego wariantu indukcji:

Jesli

o P(1),...,P(4),
o P(n) = P(n+4),

to P(n) dla kazdego n > 1.

13. Rozwiaz nastepujace réwnanie rekurencyjne.
nfn = (n + 2)fn—1 + (n + 2)7 gdZie fO =0

Zadania dodatkowe.

14. Udowodnij nierwéwnos¢ miedzy srednia arytmetyczna a geometryczna:

ttotetln > daias. .. Gy, dla ag,ag, ..., a, >0
przy pomocy nastepujacego wariantu indukcji:

Jesli
o P(1),
e P(n) = P(2n),
e P(n)= P(n—1)dlan>1,

to P(n) dla kazdego n > 1.

15. Udowodnij, ze liczba

2]+ 2]+ + 2]+ VA

jest parzysta.

Wskazéwka: Indukcja. Ktore liczby maja parzysta, a ktore nieparzysta liczbe dzielnikéw ?

16. W oryginalnym problemie wiez Hanoi pojawia sie 2" konfiguracji krazkow na
stupkach, podczas gdy wszystkich jest wiecej. Ile 7 Jak rozpoznaé, czy dana konfiguracja
wystapi podczas przekladania krazkéw w oryginalnym problemie ?



