
Zadanie przygotowuj¡ce do II kolokwium z MD

1. Poka», »e w ka»dym turnieju istnieje wierzchoªek, z którego mo»na doj±¢ do ka»dego innego

±cie»k¡ dªugo±ci 1 lub 2.

2. Turniej T nazywamy silnie regularnym je±li moce zbiorów Dv = {w : v → w ∈ E(T )}
oraz Cv,u = {w : v → w, u → w ∈ E(T )} nie zale»¡ od wyboru wierzchoªków v, u ∈ V (T ).
Udowodnij, »e je±li silnie regularny turniej n-wierzchoªkowy istnieje, gdzie n > 1, to 4 | n−3.
Wskazówka: Jak zale»¡ warto±ci |Dv| i |Cv,u| od n?

3. Dla n ≥ 4 znajd¹ liczb¦ etykietowanych drzew n-wierzchoªkowych, w których {1, 2, 3} jest

zbiorem niezale»nym.

Wskazówka: Udowodnij, »e liczba drzew n-wierzchoªkowych, które zawieraj¡ drzewo yx z

jako podgraf, jest równa 3nn−4.

4. Udowodnij, »e je±liG jest grafem 100-wierzchoªkowym, w którym 90 wierzchoªków ma stopie«

niewi¦kszy ni» 9, to χ(G) ≤ 10.

5. Niech Gn b¦dzie grafem powstaj¡cym przez zast¡pienie ka»dego wierzchoªka w gra�e Kn,n

klik¡Kn, na przykªadG3 to

Formalnie,

V (Gn) = {xi,j : 0 ≤ i, j < n} ∪ {yi,j : 0 ≤ i, j < n},
E(Gn) =

⋃
0≤i<n

0≤j ̸=j′<n

{{xi,j , xi,j′}} ∪
⋃

0≤i<n
0≤j ̸=j′<n

{{yi,j , yi,j′}} ∪
⋃

0≤i,j<n

{{xi,j , yj,i}}

Znajd¹ liczb¦ chromatyczn¡ i indeks chromatyczny grafu G2016.

Wskazówka: Pomocne przy obliczaniu indeksu chromatycznego mo»e si¦ okaza¢ udowod-

nienie, »e indeks chromatyczny kliki Kn to n− [2 | n] dla n > 1.

(Dodatkowy podpunkt z *.) Znajd¹ indeks chromatyczny grafu G2017.

6. Znajd¹ wielomian chromatyczny poni»szego grafu:

7. G jest planarnym grafem 9-wierzchoªkowym o 3 spójnych skªadowych. Udowodnij, »e graf

G (dopeªnienie grafu G) jest nieplanarny.

Wersja ªatwiejsza: Udowodnij, »e dopeªnienie planarnego grafu 10-wierzchoªkowego o 3

spójnych skªadowych jest nieplanarne.

8. Niech p > 2 b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Udowodnij, »e uªamek nieskracalny reprezentuj¡cy liczb¦

Hp−1 ma licznik podzielny przez p.

9. Udowodnij nast¦puj¡c¡ cech¦ podzielno±ci: liczba n jest podzielna przez 73 wtedy i tylko

wtedy, gdy ró»nica liczby zªo»onej z czterech ostatnich cyfr zapisu dziesi¦tnego n i liczby

zªo»onej z pozostaªych cyfr jest podzielna przez 73 (np. liczba 12345687 jest podzielna przez

73, poniewa» ró»nica 5687− 1234 = 4453 = 73 · 61 jest podzielna przez 73).

10. Oblicz 22
..
.2︸ ︷︷ ︸

2016

mod 2016.
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11. Udowodnij, »e je±li n > 0 jest parzyste, to n2 − 1 | 2n! − 1.

12. Znajd¹ liczb¦ rozwi¡za« kongruencji x118 ≡ 113 (mod 1001) w zbiorze {0, . . . , 1000} i podaj

jedno z nich.
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