139 ik 45 Liesby waglodnie plerwsze.

To dolne ograniczenie jest dosy¢ stabe, w poréwnaniu z faktyczna réwnoscig
asymptotycang m(n) ~ n/lnn, poniewas dla duzych n wartos¢ logn jest
znacznie mniejsza niz n/logn. Ale w koricu zbytnio si¢ nie napracowaliSmy,
a ograniczenie jest ograniczeniem.

4.5. Liczby wzglednie pierwsze

O dwdch liczbach m, n méwimy, ze sa wzglednie pierwsze, gdy m i n nie
maja wspélnych dzielnikéw pierwszych, czyli gdy NWD({m,n) = 1.

Pojecie to jest na tyle uzyteczne w praktyce, ze powinniSmy mieC na
nie specjalne oznaczenie. Niestety! Teorioliczbowcy nie uzgodnili tak do-
brego oznaczenia, jak to, ktére mamy zamiar zaproponowac. Zatem wo-
tamy: USLYSZCIE NAS, O MATEMATYCY CALEGO SwiaTa! NIE CZEKAIMY
ANI CHWILI DEUZES! MogzeMY UPROSCIS WIELE WZOROW PRZEZ PRZYJECIE
TERAZ NOWEJ NOTACII! ZcoODEMY SIE NA NOTACIE ‘m L n’, CZYTANA

i i Podobnie, jak
JAKO “m PIERWSZE WZGLEDEM T,” JESLI m I N SA WZGLEDNIE PIERWSZE. | ;rocte prostopadie
Innymi slowy, ustalmy, %e nie maja wspdlnego
kierunku, tak
5 _ prostopadle liczby
mln = m,n sa catkowite i NWD(m,n)=1. (4.26) | e .
dzielnika
Utamek m/n jest nieskracalny wtedy i tylko wtedy, gdy m L n. Ponie- pierwszego.

waz upraszczamy utamki wyciagajac najwigkszy wspélny dzielnik z licznika
i mianownika, wiec wolno nam podejrzewad, ze w ogélnosci

m/NWD(m,n) L n/NWD(m,n); (4.27)

i rzeczywiicie tak jest. Wynika to z ogdlniejszego prawa NWD({km,kn) =
kNWD(m,n), udowodnionego w éwiczeniu 14.

Relacja L wyraza si¢ tatwo, jezeli korzystamy z reprezentacji wyktadni-
czej liczb, z uwagi na regule NWD (4.14):

mlmn = min{m,,n,) = 0 dla kazdegop.  (4.28)

Iloczyn skalarny
wynosi zero, tak jak
w przypadku

_ d ) ' . wektorow
mlmn — mpnp = 0 dla kazdego p (420) prostopadlych.

Co wiecej, poniewaz m,, i n,, 53 nieujemne, mozemy zapisa¢ to nastepujaco:

Jeste$my gotowi udowodni¢ teraz wazny fakt, ktéry pozwala rozdzielaé i 1a-
czyé dwie rézne relacje L o tej samej lewej stronie:

koL amik L# = k L mn. (4-30)
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W éwietle réwnania (4.29) prawo to jest innym sposobem powiedzenia, ze
kpmp = 01 kyny = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy k,(m, +n,) = 0, dla
nieujemnych my, i nyp.

Istnieje piekna metoda konstrukcji wszystkich nieujemnych utamkéw po-
staci m/n spetniajacych m | n, nazywana drzewem Sterna—Brocota za
wzgledu na jej odkrycie dokonane niezaleznie przez matematyka niemiec-
kiego, Moritza Sterna [340] oraz przez francuskiego zegarmistrza Achille Bro-
cota [41]. Pomyst polega na rozpoczeciu od dwéch utamkdw (£ - 3) ) 1 nastepnie
na wykonywaniu nastgpujacej czynnosci tak dlugo, jak dlugo tego potrzebu-
jemy:

m’ i, s

Wprowadz miedzy dwa sasiadujace ze sobg utamki — i —-.
non

nn’

Nowo powstaty utamek (m+m’')/(n+n’') nazywa sie mediantem ulamkéw
m/n i m’/n’. Na przyklad pierwszy krok daje nam jeden nowy ulamek
pomiedzy % 1 %,

9 1
T

i
PO
W kolejnym kroku dostajemy 2 nastepne:

9
[

(STE

a dalej uzyskamy 8,16 itd. nowych ulamkdw. Calg te strukture mozna sobie
wyobraziC jako nieskoniczone drzewo binarne, ktérego gérne poziomy wygla-
daja nastepujaco:

LE
......

l/ \; ;/ B oFN FN
AN

I 23 3 45 5 4.5 72 8 72 7 8 F 5
57 87 7 875 455433 77
Kazdy ulamek jest postaci ﬂi;‘: , gdzie ¢ jest najblizszym przodkiem na

lewo, a 7 jest najblizszym przodkiem na prawo (Przodek jest to tu utamek,
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ktéry moze zostaé osiagniety za pomoca przechodzenia po gateziach do gory.)
Drzewo to ma wiele ciekawych wlasciwosci.

Dlaczego ta konstrukcja w ogéle dziala? Czemu na przykiad kazdy me-
diant (m+ m’)/(n+n’) okazuje si¢ w postaci nieskracalnej w tym drzewie?
(Gdyby np. n, m, n/, m’ byty nieparzyste, wowczas otrzymalibyémy mediant
typu parzyste/parzyste; jednak jakos tak si¢ dzieje, ze ulamki z nieparzystymi
licznikami i mianownikami nigdy w tym drzewie obok siebie nie wystepuja.)
Dlaczego wszystkie mozliwe ulamki wystepuja w drzewie doktadnie raz? Dla-
czego jakié utamek nie mogtby wystapi¢ 2 razy, albo w ogdle nie wystapic?

Na wszystkie te pytania sg zaskakujaco proste odpowiedzi, wynikajace
z nastepujacego podstawowego faktu: Jesli m/n i m'/n’ sa sgsiadujgcymi
utamkami na dowolnym etapie konstrukcji, to zachodzi

mn—mn’ = 1. (4.31)

Réwnanie to jest spelnione na samym poczatku konstrukcji (1-1—0-0 = 1), a
kiedy wstawimy nowy mediant (m-+m’')/(n+n'), to przypadki, ktére trzeba
sprawdzié, sa nastepujace:

(m+m'n—-mn+n’) =1;

m'n+n)—(m+m’n’ = 1.

Oba te réwnania sg réwnowasne wyjéciowemu réwnaniu (4.31), ktére maja
zastapié. W zwiazku z tym réwnanie (4.31) jest speinione na wszystkich
etapach konstrukcji.

Co wiecej, jeéli m/n < m’/n’ i jesli wszystkie wartosci s3 nieujemne, to
latwo mogna sprawdzic, ze

m/n < (m+m')/m+n’) < m//n’.

Mediant nie lezy dokladnie w polowie miedzy swoimi rodzicami, ale legy
gdzies posrodku. Konstrukcja ta zachowuje wigc porzadek i nie jest mozliwe
uzyskanie jednego utamka w dwdch réznych miejscach.

Ostatnim problemem jest stwierdzenie, czy przypadkiem jakié utamek
postaci a/b dla a L b nie jest w drzewie Sterna-Brocota pomini¢ty. Odpo-
wied# brzmi nie. Mozemy bowiem zawezié¢ pole widzenia do bezposredniego
sasiedztwa liczby a/b, a jest to rejon latwo poddajacy sig analizie. Mamy na
poczatku

m:9<(g)<l:£

(=]
B

przy czym nawiasy naokolo £ oznaczaja, ze utamka ¢ tam w rzeczywistosci
jeszcze nie ma. Jezeli zatem na pewnym etaple konstrukcji mamy

= 28] <%

n'
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to konstrukcja wymusi powstanie utamka (m+m’)/(n+n’') i mamy 3 przy-
padki. Albo (m+m')/(n+n’) = a/b i wygrywamy, albo (m+m/)/(n+n’) <
a/b i mozemy dokonaé¢ podstawienia m «— m + m’, n « n+ n'; albo
(m+m’)/(n+n') > a/b i mozemy dokonaé¢ podstawienia m’ « m + m/,
n' «— n+n’. Proces ten nie moze trwa¢ w nieskoriczono$¢, poniewaz warunki

23

a 3 m a
& el B I b

powoduja, ze
an—bm > 1 i bm'—an’ = 1;
zatem
(m)(an—bm) + (m){bm'—an’) =z m '+’ +m+n;

co jest tym samym, co a+b = m'+n’+m-+n na mocy réwnania (4.31). Ze
wzgledu na to, ze w kazdym kroku musimy zwiekszy¢ albo m, albo n, albo
m’, albo n/, wygramy po co najwyzej a + b krokach.

Cigg Fareya rzedu N, oznaczany przez Fy, definiuje sie jako posorto-
wany rosnaco cigg wszystkich uproszczonych utamkéw z przedziatu [0, 1],
ktorych mianowniki sa réwne co najwyzej N. Dla przykiadu, J¢ przedstawia
sie nastepujgco:

Cigg Fn mozemy uzyskaé zaczymajac od Fy = %, }, a nastepnie wstawia-

jac medianty wszedzie tam, gdzie mianownik nie stanie sie¢ zbyt duzy. Nie
pominiemy w ten sposéb zadnych ulamkéw, gdyz wiemy, Ze konstrukcja
Sterna—Brocota nie pomija zadnego z nich, i dlatego jeszcze, ze mediant z
mianownikiem mniejszym lub réwnym N nie moze powstac z utamka, kto-
rego mianownik jest wigkszy niz N. (Innymi stowy, T okrefla poddrzewo
drzewa Sterna—Brocota powstale przez odciecie wszystkich niechcianych ga-
tezi.) Wynika stad, ze gdy m/n i m’/n’ s kolejnymi elementami ciagu Fa-
reya, woéwczas m'n —mn’ = 1.

Podana metoda konstrukeji sugeruje, ze Fn mozna tatwo uzyskac z Fn_1:
po prostu wktadamy (m-+m')/N miedzy te kolejne utamki m/n, m'/n’ ciagu
Fn-—1, ktérych mianowniki sumuja sie do N. Na przyklad ciag F7 otrzymu-

jemy z ciagu Fg wstawiajac ]7, %, L % zgodnie z podang regula;
F, — 01 11121 2314325345%61
7 T Ay 71615:8172 3150 71297105131 73415362707

W przypadku gdy liczba N jest plerwsza, pojawi sie N — 1 nowych ulamkéw,
w przeciwnym razie bedzie ich mniej niz N — 1, poniewaz podana metoda
tworzy tylko takie liczniki, ktdre sg wzglednie pierwsze z N.
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Dawno temu, w réwnaniu (4.5), wykazaliSmy, cho¢ inaczej to wyrazali-
émy, ze jesli m L n oraz 0 < m < n, to mozna tak dobra¢ liczby catkowite a
1b, ze

ma—nb = 1. (4.32)

(Tak naprawde twierdzilidmy, ze m'm-+n'n = NWD(m, n), mozemy jednak
podstawié 1 w miejsce NWD(m,n), a w miejsce m’, b za§ w miejsce —n'.)
Ciag Fareya dostarcza nam nowego dowodu wzoru (4.32), poniewaz mozemy
przyjaé, ze b/a jest ulamkiem, ktéry bezposrednio poprzedza m/n w ciagu
F,.. Wzér (4.5) staje si¢ wtedy réwnaniem (4.31). Na przyktad jednym z roz-
wigzan réwnania 3a—7b = 1 jest a = 5, b = 2, ze wzgledu na to, ze % poprze-
dza % w ciagu F7. Zastosowana konstrukcja gwarantuje dodatkowo istnienie
takiego rozwigzania réwnania (4.32), 26 0 < b <a <mn, jefi 0 <m < n.
Podobnie, jesli 0 < n < m i m L n, to mozemy rozwigza¢ réwnanie (4.32)
za pomoca 0 < a < b < m przyjmujac, ze a/b jest utamkiem, ktéry w ciggu
F.. nastepuje po n/m.

Kazde trzy kolejne wyrazy ciaggu Fareya maja zadziwiajaca wiasnos¢ udo-
wodniong w ¢wiczeniu 61. Nie bedziemy jednak zatrzymywali si¢ diuzej nad
ciagami Fareya, gdyz cale drzewo Sterna—Brocota wydaje sig jeszcze bardzie]
interesujace.

Ze wzgledu na to, ze kazdy uproszczony dodatni utamek wystepuje w
drzewie Sterna—Brocota tylko raz, mozemy w rzeczywistosci potraktowac to
drzewo jako system pozycyjny reprezentujacy liczby wymierne. Uzyjmy liter
L i P do oznaczenia zejécia w lewo lub w prawo na drodze od korzenia drzewa
do szukanego utamka. Wtedy ciag symboli L1 P jednoznacznie okresli nam
pozycie w drzew1e Na przykiad I_PPL oznacza, ze od T zamierzamy pojsc
w lewo do } 2, potem w prawo do 2 5, nastgpnie w prawo do 3 i W koncu
w lewo do 2 2. Mozemy wigc przyjac, ze LPPL reprezentuje liczbg 2 3. Kazdy
dodatni ulamek moze byé¢ w ten sposdb reprezentowany jako jednoznaczny
cigg symboli L i P.

Na dobra sprawe mamy tu jeden maty problem. Pustemu ciagowi od-
powiada ulamek %, wiec tez musimy go jako$ oznaczy¢. Uméwmy sie, Ze be-
dziemy go oznaczali jako I, bo wyglada to troche jak 1 i jednoczesnie oznacza
Jidentycznosc”.

Reprezentacja ta sklania do sformulowania dwéch probleméw: (1) Dla
danych liczb catkowitych dodatnich m i n takich, ze m L n, znalez¢ ciag zio-
zony z L i P odpowiadajacy wartosci m/n. (2) Dla zadanego ciagu ztozonego
z L i P stwierdzi¢, jaki utamek jest przez niego reprezentowany. Problem (2)
wyglada na prostszy, wiec przyjrzyjmy mu si¢ najpierw. Okreslamy

f(S) = ulamek odpowiadajacy S
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dla S bedacego ciagiem zlozonym z symboli L i P. Na przyktad dla ciagu
LPPL otrzymamy f(LPPL) = 2.

Zgodnie z podang konstrukcja f(S) = (m+m/)/(n+mn), jedi m/n i
m'/n’ sa utamkami najblizej S 2 lewej i prawej strony w wyzszych poziomach
drzewa. Poczatkowo m/n = 0/1, a nastepnie sukcesywnie zastepujemy albo
m/n, albo m’//n’ ich mediantem (m + m')/(n+n'), w zaleznoéci od tego,
czy w drzewie schodzimy w prawo, Czy W lewo.

Jak mozna wyrazi¢ to zachowanie w postaci wzoru matematycznego,
ktéry bytby wygodny w uzyciu? Chwila préb wystarcza, aby przekonac sig,
ze najwygodniej jest utworzy¢ macierz 2x2

Mis) = ().

zawierajaca cztery wartosci pochodzace od rodzicielskich utamkéw otaczaja-
cych S: m/nim'/n’. Moglibysmy réwnie dobrze umieécié m i m’ na gérze,
anin’ na dole ale proponowana organizacja macierzy jest naturalniejsza,
gdyz na poczatku catego procesu mamy M(I) = (39), a macierz (53) jest
tradycyjnie nazywana macierza jednostkowa L.

Krok w lewo zamienia n’ na n +n’ oraz m’ na m+m/, wiec

n nt+n’ n n’ 11 11
MSL) = (m m+m’) =, (m m’) (0 1) = M[S)(o 1)'

Jest to szczegdlny przypadek ogdlniejszej reguty mnozenia dwu macierzy roz-
miaru 2 X 2:

a b w x\  [aw+by ax+bz
c d y z) \ecw+dy cx+dz /)’

Podobnie, ckazuje sig, ze

e - (1% 1) = o (3 )-

Jeéli wiec zdefiniujemy L i P jako macierze 2 X 2

L:(; :) P:(} ?) (433)

to stosujac indukcje ze wazgledu na dlugosc ciaggu S otrzymamy prosty wzor
M(S) = S. Czyz nie jest to tadne? (Symbole L i P pelnia podwdjna role: jako
macierze i jako elementy alfabetu uzytego do budowy S.) Na przyktad

M(LpPL) = LPPL = GD(DGDGD = (DG = G3):
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Rodzicielskie utamki, ktére otaczajg LPPL = %, to % i %. Powyzsza konstruk-
cja daje odpowied? na pytanie 2:

£(S) = f((ﬂ; :)) = :—:} (4-34)

Jak wyglada sprawa z pytaniem 1? Teraz, gdy jug rozumiemy podsta-
wowy zwiazek miedzy wezlami drzewa i macierzami 2 x 2, jest to proste.
Majac parg liczb catkowitych dodatnich m i n takich, ze m L n, mozemy
okresli¢ pozycje ultamka m/n w drzewie Sterna—Brocota za pomocy ,prze-
szukiwania binarnego” w nastepujacy sposéb:

Si=1;
while m/n # f(S) do
if m/n < f(S) then (wypisz(L); S := SL)
else (wypisz(P); S := SP).

Wynikiem jest zadany ciag ztozony z symboli L1 P.

Ten sam efekt mozna osiggnaé w inny sposéb, modyfikujac liczby m i
1 zamiast zmieniaé stan S. Jeli S jest dowolng macierza rozmiaru 2 x 2, to
zachodzi

f(PS) = f(S) +1,

poniewaz macierz PS rézni si¢ tym od S, ze gbrny wiersz macierzy S zostat
dodany do dolnego. Przyjrzyjmy sie temu doktadniej, w nieco zwolnionym
tempie:

n n'y . . ! n’ )
e (m m’)’ F5 = (m—i—n m’+n’)’

zatem f(S) = (m+m’)/(n + n’), a jednoczegnie f(PS) = ((m+mn) + (m' +
n' }) /(n+n').) Jedli bedziemy wykonywali algorytm binarnego wyszukiwania
dla ulamka m/n przy m > n, to pierwsza wypisana wartoicig bedzie P,
wigc nastepujace po tym dzialania algorytmu bgda mialy do czynienia z
wartoécia f(S) doktadnie o 1 wigksza, niz gdybysmy zaczeli z liczba (m—mn)/n
zamiast m/n. Podobna wiasnoéé zachodzi dla L, mamy wigc

— £(PS) ek m;“ — £(S), edym>m

— f(LS) = T — £(S), gdym<n.

n—m

13213

Oznacza. to, se algorytm wyszukiwania binarnego moze zosta¢ przeksztatcony
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do nastgpujacej bezmacierzowej postaci:

while m #n do
if m<n then (wypisz(L); n := n—m)
else (wypisz(P); m := m—n).

Na przyklad przy danych m/n = 5/7, otrzymujemy w uproszczonym algo-
rytmie kolejno

5 3 1 1
2 2 2 1
wypisz L P P L

T = 5
1P

Liczby niewymierne nie wystepuja w drzewie Sterna—Brocota, ale wszyst-
kie ,bliskie” im co do wartoéci liczby wymierne wystepuja. Na przyktad je-
§li wyprébujemy dzialanie algorytmu wyszukiwania binarnego z liczbg e =—
2,71828... na wejiciu zamiast utamka m/n, to otrzymamy nieskoriczony
ciag symboli L, P zaczynajacy sie od

PPLPPLPLLLLPLPPPPPPLPLLLLLLLLPLP, ...

Mozemy uznac ten ciag za reprezentacje liczby e w systemie Sterna—Brocota,
podobnie jak reprezentujemy liczbe e w dziesigtnym systemie licsbowym za
pomocs ciggu cyfr dziesietnych 2, 718281828459, .. lub tez za pomocy nie-
skoriczonego dwdjkowego ulamka (10,101101111110...),. Interesujace, ze
reprezentacja Sterna-Brocota liczby e ma regularne przedstawienie

e = PLOPLPALPLPLPOLPIEPLP P 2L .. 5

jest to réwnowazne szczegdlnemu przypadkowi czegos, co odkryt Euler [105]
w wicku 24 lat.
Z reprezentacji tej wnioskujemy, ze ulamki

FPERPERRE E-B L OE L G P L P P P P
1 2 3 5 8 11 19 30 49 68 87 106 193 299 492 685 878

T I1> 712203 477772787532 39 71 2 110" 187 252 323 = - *

s4 najprostszymi z mozliwych gérnymi i dolnymi przyblizeniami wymiernymi
liczby e. Dzieje sie tak dlatego, ze je§li m/n nie wystepuje na tej liicie, to
warto$¢ pewnego utamka z tej listy, ktérego liczanik jest nie wiekszy od m, a
mianownik nie wigkszy od n znajduje si¢ pomiedzy m/n, a e, bedzie to wiec
lepsze przyblizenie liczby e. Na przyklad utamek ‘]"—g, ktérego na tej liscie nie
znajdziemy, nie jest tak prostym prazyblizeniem, jak wystepujacy na tej liscie
i lepiej przyblizajacy e utamek 2 =2,714. ...
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Dzieje sie tak dlatego, ze drzewo Sterna-Brocota nie doi¢, Ze zawiera
wszystkie liczby wymierne, to jeszcze wystepuja one w specyficznym po-
rzadku, w ktérym wszystkie ulamki o matych licznikach i mianownikach po-
jawiaja sie¢ powyzej wszystkich ulamkdw bardziej ztozonych. W zwigzku z
tym 27 = PPLPPLL jest mniejsze niz > = PPLPPL, co z kolei jest mniejsze
niz e = PPLPPLP.... Sposéb ten daje nam wy$mienite przyblizenia liczby e.
Liczba g% m2 2,718266 ~ 0,999994e na przyklad zgadza sig z e dla poczat-
kowych szedciu cyfr dziesietnych, a otrzymaliémy ja za pomoca zaledwie 16
symboli reprezentacji Sterna—Brocota; taks sama mniej wiecej doktadnosé
uzyskalibyémy uzywajac 16 bitéw klasycznej reprezentacji dwojkowego przy-
blizenia liczby e.

Nieskoriczong reprezentacje Sterna—Brocota dowolnej liczby niewymier-
nej o mozemy uzyska¢ nieznacznie modyfikujac algorytm uscislania binar-
nego:

if < 1then (wypiss(L); « = o/(1—«))
else (wypisz(P); o« = a—1).

(Kroki te trzeba powtarzaé nieskoriczona liczbg razy albo az uznamy, ze juz
nam wystarczy.)

Gdyby liczba « byta wymierna, wéwczas otrzymaliby$my nieskoriczona
reprezentacje, ktéra przypominalaby poprzednia, z fym %e na prawo od tej
skoficzonej reprezentacji « zostalby dolaczony ciag PL*. Jezeli na przy-
ktad o = 1, to otrzymamy PLLL..., odpowiadajacy nieskoficzonemu ciagowi
utamkéw 1, 2, 3,2 2 kidry jest zbiesny do 1. Sytuacja ta jest ana-
logiczna do zwyklej reprezentacji dwéjkowej, jezeli przedstawimy symbole L
jako 0, a P jako 1. Podobnie jak w przypadku liczb rzeczywistych, gdzie
kazda liczba x z przedziatu [0..1) ma nieskoniczong reprezentacje dwojkows
(0,b1bb3 ... ) nie zakoriczong samymi jedynkami, tak kazda liczba x z prze-
dziatu [0..1) ma nieskoficzong reprezentacje Sterna—Brocota B1B,Bs ... nie
zakonczong samymi symbolami P. Mamy wiec zachowujaca porzadek wza-
jemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy przedziatem [0..1), a przedzia-
tem [0..00), jeéli tylko przyjmiemy, ze 0 <= Li 1 & P.

Istnieje takze bliski zwiazek miedzy algorytmem Euklidesa a reprezenta-
cja Sterna-Brocota. Dla zadanego « = m/n otrzymujemy |m/n| symboli P,
nastepnie |n/(m mod n)| symboli [, potem | (m mod n)/(n mod (m mod
n))| symboli P, i tak dalej. Liczby m mod n, n mod (m mod 1}, ... s3 po
prostu liczbami, ktére kolejno pojawiaja sie przy wykonywaniu algorytmu.
(Trzeba tu troche sprytu, Zeby upewnic sig, ze na kodcu rzeczywiscie nie
dostaniemy nieskoniczenie wielu symboli P.) Zbadamy glebiej ten zwiazek w
rozdziale 6.



