Zadanie 1

Zaprojektuj strukture danych, ktéra umozliwia wydajne wykonywanie nastepujacych operacji
na dynamicznym ciggu liczbowym C:

a) init:: utwodrz pusty cigg C (operacja wykonywana tylko raz na samym poczatku);

b) Element(i):: podaj wartos¢ elementu z pozycjiiw ciggu C, 1 <i< |C|;

c) insert(i, x):: wstaw element x jako i-ty element ciggu C (za elementem z
dotychczasowej pozycji i-1 a przed dotychczasowym elementem z pozycji i), 1 <i<
|C|+1;

d) delete(i):: usun element z pozycjiiz ciggu C,1<i< |C|;

e) isConstant(i, j):: sprawdz, czy w podciggu C[i..j] wszystkie elementy s takie same, 1 <
i<j<|Cl;

f) mostCommon:: podaj warto$¢é najczesciej pojawiajgcego sie elementu w ciggu C (w
przypadku kilku takich elementéw wystarczy podaé wartosc tylko jednego z nich).

Rozwiazanie

Skupmy sie najpierw na punktach a) — e}. Cigg implementujemy standardowo z
wykorzystaniem zréwnowazonego drzewa wyszukiwan binarnych (AVL, czerwono-czarne,
splay), w ktérym zrownowazenie przywraca sie z uzyciem rotacji. W takiej implementacji i-ty
element ciggu znajduje sie w i-tym wezle w porzadku in-order. Wazne, ze pojedyncza rotacja
(podwdjna sktada sie z dwdch pojedynczych) zachowuje porzadek in-order. Zeby umieé
nawigowacd po drzewie w poszukiwaniu i-tego elementu potrzebujemy w kazdym wezle
dodatkowy atrybut na_lewo mowiacy, ile jest weztdw w lewym poddrzewie takiego wezta.
Dodatkowo bedziemy chcieli wiedzieé, czy wszystkie elementy ciggu zapisane w poddrzewie
sg takie same. Zauwazmy, ze tworzg one spdjny podciag zapisanego w drzewie ciggu. W tym
celu kazdy wezet wyposazymy w dwa dodatkowe atrybuty min i max, ktérych wartosciami sg
odpowiednio wartos¢ najmniejszego i warto$é najwiekszego elementu ciggu zapisanego w
poddrzewie o korzeniu w tym wezle. Jesli min = max, to wszystkie elementy w poddrzewie sg
takie same. Jesli do reprezentacji ciggu uzyjemy drzewa AVL, to kazdy wezet bedzie miat
atrybuty:

el — element zapisany w wezle

lewy, prawy, rodzic — wskazniki odpowiednio do lewego i prawego dziecka oraz rodzica

wr — wskazniki zrdwnowazenia

na_lewo — liczba weztéw w lewym poddrzewie

min, max — wartosci odpowiednio najmniejszego i najwiekszego elementu zapisanego w
poddrzewie

Przyktad

Cigg2,3,1,4,1,1,1,1,1, 3,5, 2 i jego reprezentacja w AVL-drzewie.
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a) drzewo inicjujemy jako puste

b) Zatéimy, ze jesteSmy w wezle v i szukamy i-tego wezta w porzadku in-order w
poddrzewie (i-tego elementu w podciggu zapisanego w tym poddrzewie).
Jesdliv.na_lewo + 1 =, to szukany element ciggu ma wartos¢ v.el.

Jesliv.na_lewo >=i, to szukamy i-tego wezta w lewym poddrzewie v, ktérego
korzeniem jest v.lewy.

Jesliv.na_lewo + 1 <, to szukamy wezta o numerze i - v.na_lewo — 1 w prawym
poddrzewie v o korzeniu v.prawy.

Operacje Element(i) zaczynamy od korzenia catego drzewa.

Koszt — O(wysokos¢ drzewa) = O(log |C|) .

c) Zeby wstawié¢ nowy element x na pozycji i-tej szukamy w drzewie v wezfa o numerze
i-1 (gdy i = 1, szukamy wezta o numerze 1). Dodajemy nowy wezet u jako ostatni na
skrajnie lewej Sciezce w prawym poddrzewie v (gdy i = 1, dodajemy nowy wezet na
lewo od wezta o numerze 1). Zapisujemy u.el = x, u.na_lewo = 0, u.min = x, u.max = x.
Wracamy w gdre drzewa i aktualizujemy warto$ci atrybutdw w weztach na sciezce do
korzenia. Zauwaz, ze warto$é atrybutu w wezle moze by¢ zaktualizowana na
podstawie informacji zapisanych w tym wezle i jego dzieciach. Pozostaje jeszcze
przywrécié zrownowazenie, o czym za chwile.

Koszt — O(wysokos¢ drzewa) = O(log | C|).

Przyktad



d)

Najpierw postepujemy tak, jak bysmy usuwali wezet o numerze i w drzewa BST,
pamietajgc o aktualizacji atrybutdw w weztach na sciezce od miejsca faktycznie
usunietego wezta do korzenia. Potem przywracamy zréwnowazenie.

Koszt — O(wysokos¢ drzewa) = O(log | C|).

Przykfad




Pokazemy teraz, ze pojedynczg rotacje mozna wykonad tak, zeby zapewnic¢ wtasciwe
wtasnosci atrybutow.
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Nalezy znalez¢ wezet o numerze i oraz wezet o numerze j, a potem ich najgtebszego
wspodlnego przodka. Na Sciezkach od i oraz j do najgtebszego wspdlnego przodka
wyznaczamy wezty z przedziatu [i,j] odpowiednio te dla ktérych i jest w ich lewym
oraz te dla ktérych j jest w prawym poddrzewie. Nastepnie sprawdzamy, czy
wszystkie elementy w tych weztach majg takg sama wartos¢ x oraz czy w korzeniach
prawych poddrzew tych weztéw dla i oraz w korzeniach lewych poddrzew tych
weztéw dla j mamy x = min = max.

Koszt jak poprzednio — O(wysokos¢ drzewa) = O(log | C|).



f) Ostatni punkt jest najprostszy. Bierzemy dodatkowe zrownowazone drzewo BST, w
ktorym przechowujemy rézne wartosci elementdéw wraz z ich krotnosciami. Ponadto
te wartosci przechowujemy w kolejce priorytetowej typu max, gdzie priorytety to
krotnosci wartosci elementéw w ciggu. Dla kazdej wartosci mamy jej dowigzanie do
wystgpienia w kolejce priorytetowej. Operacje na kolejce priorytetowej to Makx,
Insert, DecreaseKey, IncreaseKey oraz Delete (wskazanego elementu), przy czym
usuwamy kazdg wartos¢, ktorej krotnosc spada do zera. Wszystkie te operacje mozna
wykonac w pesymistycznym czasie O(log |C|) na drzewach lewicowych, kolejkach
dwumianowych, czy kopcach zupetnych implementowanych z uzyciem wskaznikéw
(nie znamy ograniczenia na dtugos¢ ciggu) zamiast w tablicy.

Zadanie 2

Niech A bedzie skoficzonym, dynamicznie zmieniajgcym sie ciggiem, ktérego elementami sg
liczby ze zbioru {-1,0,1}. Podciag kolejnych elementéw A nazwiemy dobrym, gdy suma jego
elementdw jest réwna 0. Podciagg jest super-dobry, gdy jest dobry i suma elementéw w
kazdym jego prefiksie jest nieujemna.

Przyktad:
W ciggu A=11,1,0,-1,0,0,1,-1,1,1,-1], podciagg -1,1,1,-1 jest dobry, ale nie super-dobry. Super-
dobrym podciggiem jest na przyktad 1,0,-1.

a) Zaproponuj algorytm, ktéry w czasie liniowym obliczy dtugos$é najdtuzszego super-dobrego
podciggu danego ciggu A.

b) Zaproponuj strukture danych, ktdra pozwoli na wydajne wykonywanie nastepujacych
operacji na A:



Ini(A):: A :=[]; //wykonywana tylko raz, na poczatku

Insert(A,e,i):: wstaw nowy element e jako i-ty element w A, 1<i< [A[+1
Delete(A,i):: usun i-ty element z A, 1 <i< |A|

SuperGood(A,i,j):: sprawdz, czy podcigg Ali..j] jest super-dobry, 1<i<j< |A]|

Zadanie posiada pewnie wiele rozwigzan. Zaprezentujemy takie, w ktérym ciggi nad zbiorem
{-1, 0, 1} interpretujemy jako wyrazenia nawiasowe, gdy wartosci 1 odpowiada nawias
otwierajgcy (, wartosci -1 — nawias zamykajacy ), 0 to symbol ,,obojetny” #. Cigg z przyktadu
ma zatem postac

A=[110-1001-11 1 -1]
((#)##( ) (()

Podciag super-dobry, to poprawnie zbudowane wyrazenie nawiasowe (gdy pominiemy #).
Najdtuzszym super dobrym podciggiem A jest podcigg zaczynajacy sie na pozycji 2-giej i
koriczacy na pozycji 8-ej —

(#)##( )

a) Przegladamy cigg od strony lewej do prawej trzymajac na stosie nawiasy otwierajace,
ktére nie znalazty jeszcze odpowiadajgcych im nawiaséw zamykajgcych. Zaktadamy,
ze przed pierwszym nawiasem, pomiedzy nawiasami i za ostatnim nawiasem na
stosie znajduje sie liczba o wartosci réwnej dtugosci poprawnego wyrazenia
nawiasowego pomiedzy tymi nawiasami. Dodatkowego na zmiennej max pamietamy
dtugosc¢ najdtuzszego dotychczas wykrytego poprawnego wyrazenia nawiasowego.
Poczatkowo max = 0. Oto zawartos¢ stosu po przetworzeniu pierwszych 7 elementéw
ciggu A (stos rosnie z lewa na prawo): 0 (5 ( 0.

Niech S bedzie stosem i niech k bedzie aktualng liczba elementéw na stosie i niech E
bedzie kolejnym rozwazanym z ciggu A. W zaleznosci od tego czym jest E
wykonujemy jedna z akcji:
- E=( =>na stos wstawiamy kolejno (i 0 a nastepnie przechodzimy do kolejnego
elementu w ciggu A
- E=#=>S[k] := S[k]+1, poniewaz dfugos¢ poprawnie zbudowanego wyrazenia z
prawej strony wzrosta o 1 (obojetny symbol #), aktualizujemy max - max := Max(max,
S[k]) i przechodzimy do nastepnego elementu A
-E=)=>
jesli k =1 to S[k] := 0 — kazde nastepne poprawnie zbudowane wyrazenie zacznie sie
na prawo od rozwazanej pozycji w ciggu A;
jesli k > 1 to S[k-2] := S[k-2]+2+S[k], k := k — 2, max := Max(max, S[k])

. ySlk=2] ( #5IK] )
i przechodzimy do nastepnego elementu ciggu A.



Ztozonos¢ w oczywisty sposob liniowa — dla kazdego elementu ciggu A wykonujemy
statg liczbe operaciji.

b) Ciag A, jako wyrazenie nawiasowe bedziemy reprezentowali z pomoca
zrobwnowazonego drzewa wyszukiwani binarnych, np. AVL. Jednak w przeciwienstwie
do poprzedniego zadania zatozymy, ze elementy ciggu A znajduja sie w |A| weztach
zewnetrznych AVL drzewa, kolejno od strony lewej do prawej. W kazdym wezle
wewnetrznym zapamietamy ,redukcje” wyrazenia nawiasowego umieszczonego w
weztach zewnetrznych poddrzewa o korzeniu w tym wezle, powstatego po usunieciu
wszystkich par pasujgcych do siebie nawiaséw i symboli obojetnych. Kazda taka
redukcja ma postac )P(", co oznacze, ze p nawiasdw zamykajgcych i r nawiaséw
otwierajgcych nie znalazto w tym poddrzewie swoich odpowiednikéw. Dodatkowo
drzewo wzbogacamy dodajgc do kazdego wezta wewnetrznego informacje ile jest
weztéw zewnetrznych w jego lewym poddrzewie. Taka informacja pozwoli nam tatwo
docierac do wskazanej pozycji w ciggu (patrz zadanie poprzednie). Ponizej
wzbogacone przyktadowe AVL-drzewo dla ciggu A.

Wtk o blwele Yelc e,
we(ﬁéo \QQ\NQ‘ E\/U,b&)dﬂ
P = veddeupn v
QQJ\&\/LO_VQL:O\
liwhsor Al G O
Ui & Loy

4

@o &9\&\/&%:&

b 8§ 8 A0 AN

Nietrudno zauwazy¢, ze pojedyncza rotacja pozwala poprawnie, lokalnie zaktualizowa¢
wartosci atrybutdw. Stad wstawianie, usuwanie, poszukiwanie i-tego elementu mozna
wykonac w czasie O(log |A]).

Operacje SuperGood(i,j) wykonujemy podobnie do operacji isCostant, obliczajgc redukcje na
przedziale [i,j]. Zatézmy, ze mamy redukcje na przedziale [a,b] zapisana w korzeniu drzewa A
oraz redukcje dla przedziatu [b+1,c] zapisang w korzeniu drzewa B. Wéwczas redukcja na
przedziale [a,c] zapisujemy jako A+B i obliczamy jak nastepuje:

redukcja A- )" i(



redukcja B-)s Y

A+B = )i +max(0,s-j) t+ maX(O,J'S)(

Ponizej ilustracja sposobu obliczenia redukcji na przedziale [i,j].
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Zadanie 3

Na poczatkowo pustej szachownicy o wymiarach NxN dwaj gracze na przemian stawiajg biate
i czarne pionki. Gdy dwa pionki o tym samym kolorze znajda si¢ obok siebie (W przypadku
powstania kilku takich par pionkow wybieramy TYLKO JEDNA, dowolng z nich),
zdejmujemy postawiony dopiero co pionek i zmieniamy kolor drugiego pionka w parze na
przeciwny. Jesli powstata w ten sposdb co najmniej jedna nowa para sasiednich pionkow o tym
samym kolorze, to postgpujemy podobnie jak poprzednio — zdejmujemy dopiero co
przekolorowany pionek, a jego sgsiada w parze kolorujemy na kolor przeciwny. Proces ten
kontynuujemy, az nie bedzie sgsiednich pionkow tego samego  koloru.
Podaj zamortyzowany koszt jednego posunigcia w grze, gdy postawienie pionka, zdjecie pionka
z planszy, zmiana koloru pionka sa operacjami jednostkowymi.

Dokonaj analizy kosztu zamortyzowanego

a) metodg ksiggowania
Niezmiennik: kazdy pionek na szchownicy ma 2 ztote:
- 1 zl na zdjecie go z planszy
- 1 zt na przekolorowanie sasiada
Koszt zamortyzowany wynosi 3 zt: 1 zt na postawienie pionka na szachownicy + 2 zi
na zachowanie niezminnika. Za usuwanie pionkoéw z szachownicy i przekolorowanie
Sasiadow ptacimy ztotdéwkami przypisanymi do usuwanych pionkow.

b) metoda funkcji potencjatu
Definiujemy potencjat struktury rowny 2 X liczba pionkéw na szachownicy. Potencjat
jest nieujemny i rowny 0 dla pustej szachownicy. Zat6zmy teraz, ze po postawieniu



pionka na planszy wykonujemy k usunie¢/przekolorowan pionkoéw. Wowcezas koszt
zamortyzowany tej operacji wynosi:

1 (postawienie pionka) + 2k (usuwanie/przekolorowane) + 2 — 2k (ro6znica potencjatu)
=3

Zadanie 4

Mamy trzy, poczatkowo puste stosy Si1, Sz, S3. Wykonujemy ciag ruchow, z ktorych kazdy
polega na dodaniu do wybranego dowolnie stosu jednego zetonu (operacja Push). Jesli po
dodaniu nowego zetonu, wysokosci dwoch roznych stosow i oraz j sg takie same oraz wigksze
od 0, rozpoczynamy proces czyszczenia stosow realizowany za pomocg procedury
Oczysc(iy)).

Oczy$¢(1,))::
begin
k := indeks stosu r6zny od 1 oraz j;
repeat
Push(S;,Pop(Si));
if (h(Si) > 0) AND (h(Si) = h(Sk)) then begina:=j;j:=k; k:=aend
else
it ("(Sj) =h(Sk)) then begina:=i;i:=k; k:=aend
until h(S;) =0
end;

Uwaga: Pop(S) jest funkcja, ktérej wynikiem jest element usuwany ze stosu S; h(S) oznacza
wysokosc¢ stosu S. W tym zadaniu operacjami elementarnymi sg operacje stosowe Push i
Pop.

a) Udowodnij, ze operacja czyszczenia zawsze sie konczy.

Wystarczy zauwazyé, ze w kazdym obrocie petli réznica wysokosci najwyzszego i najnizszego
stosu ros$nie. Ta réznica nie moze by¢ wieksza od liczby zetonéw w strukturze. Stagd wynika,
Ze operacja czyszczenia jest skofczona.

b) lle wynosi koszt zamortyzowany jednego ruchu z uwzglednieniem operacji czyszczenia
stosow.

Zastosujemy metode potencjatu. Potencjat struktury definiujemy jako

4 x liczba zetondw na najnizszym stosie + 2 x liczba zetondéw na stosie o ,,$Srodkowej
wysokosci”. Nietrudno zauwazyé, ze podczas wykonywania oczys$¢ zasadniczo wykonujemy
dwa rodzaje operacji:

Zdejmujemy zeton z najnizszego stosu i ktadziemy go na stos srodkowy — 1 jednostka
potencjatu za Pop + 1 jednostka potencjatu za Push + 2 jednostki potencjatu przenosimy na
Srodkowy stos.

Zdejmujemy zeton ze Srodkowego stosu i przenosimy na stos najwyzszy — 1 jednostka
potencjatu za zdjecie ze Srodkowego stosu + 1 jednostka potencjatu na przeniesienie na
najwyzszy stos. Zatézmy, ze przenosimyy k zetonéw z najnizszego stosu na srodkowy stos i



k’ Zzetonow ze stosu srodkowego na najwyzszy. Wowczas koszt zamortyzowany jednego
ruchu wynosi:

1 (koszt potozenia zetonu na ktorys ze stosow)
+

2k + 2k’ (koszt przektadania zetonow)

+

[4,2,0] (zapewnienie odpowiedniego potencjatu: 4, gdy pierwszy zeton ktadziemy na
najnizszy stos, 2 — na srodkowy, 0 — na najwyzszy)

+
-2k (zetony z najnizszego stosu przenosimy na srodkowy)

-2k’ (zetony ze srodkowego stosu przenosimy na najwyzszy)

1+[4,2,0].

Potencjat jest nieujemny i dla stoséw bez zetonow jego ma wartosc 0.



