Zadania na egzamin

Wersja 3 czerwiec A.D. 2011

1) Niech @ C P™ bedzie kwadryka. Obliczy¢ objeto$é hiperpowierzchni X C @ opisanej we wspdlrzednych
z P™ réwnaniem stopnia d.

2) Niech X bedzie rozmaitoscia z metryka Hermitowska. Czy forma w oraz operator I determinuje iloczyn
skalarny? Czy za forme w mozna przyja¢ dowolna niezdegenerowana, 2-forme?

3) Niech X bedzie rozmaitoscia z metryka Hermitowska. Jak z formy w i iloczynu skalarnego odtworzyé
strukture zespolona, I.

4) Niech X bedzie rozmaitoscia Kihlerowska. Czy operator L, d i d* dzialajacy na A*(X) determinuje
strukturee zespolona, I7

5) Sprawdzié, ze ¥*w = (—1)¥("=F)y dla n € A*(M).
6) Pokazaé, ze xH = H na rozmaitosci riemannowskiej niekoniecznie zwartej.

7) Pokazaé, ze forma Fubini-Study na P jest harmoniczna ze wzgledu na U(n + 1)-niezmiennicza metryke
riemannnowska,.

8) Na powierzchni abelowej C?/A (topologicznego torusa (S1)*) z plaska metryka znalezé baze przestrzeni
harmonicznych form prymitywnych PP? dla wszystkich p i gq.

9) Dla przestrzeni W = C" znaleZ¢é wymiary przestrzeni prymitywnych PP C /\k WE.

10) Niech W bedzie przestrzenia liniowa z iloczynem hermitowskim. Pokaza¢, ze rozkltad A" W¢ =
@, .« LF PP jest ortogonalny.

11) Zadanie o reprezentacjach sla. Rozlozyé produkt tensorowy /\2 S5 (C?) na reprezentacje nierozkladalne.
Dla k = 2 poda¢ wektory najwyzszej wagi generyjace podreprezentacje.

12) Sprawdzié, ze 0* = — % 9% oraz 0 = — % O%.

13) Sprawdzi¢ prostopadioci sktadnikéw w rozkladzie Hodge’a dla 0 i dla 0.

14) Sprawdzi¢, ze superkomutator w algebrze lacznej z gradacja spelia super-formute Leibniza.
15) Znalez¢é sygnature grassmanianu Grassy(C™).

16) Niech X C M bedzie niepusta podrozmaitoscia zespolona rozmaitosci kdhlerowskiej. Wskazaé klase
kohomologii x € H24m X (M) taka, ze x Ui*[X] jest rézne od zera.

17) Dane dwie abstrakcyjne struktury Hodge’a (tzn przestrzenie wektorowe nad Q z filtracja w kompleksy-
fikacji) (V;, F;) wagi k; (gdzie ¢ = 1,2). Niech f : Vi — Vs bedzie przeksztalceniem liniowym, takim, ze
fc: V1 ® C — Vi ® C Scisle zachowuje filtracje, czyli

JEPVM1®C)) =FP(1a@C)N f(V1 ®C).
Pokazaé, ze jesli ky # ko, to f = 0.

18) Opisaé¢ strukture Hodge’a w kohomologiach powierzchni K3. (To takie powierzchnie, ktérych wiazka
A%TX jest trywialna i X jest jednospéjna.) Trzeba uzyé twierdzenie Hirzebrucha o sygnaturze, formute
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Noether i formule Wu, wiec jest to zadanie na pdézniej [Barth-Hulek-Chris-Van de Ven, Compact complex
surfaces, §VIIL3].

19) Niech X C CP? bedzie zadane wzorem zp23 = 23 + z7z9. (Parametryzacja [s® : s(t? — %) : t(t? —
5?)].) Przedstawi¢ X jako push-out diagramu rozmaitosci gtadkich i przesledzié jak wygada ciag doktadny
obliczajacy kohomologie X z punktu widzenia teorii Hodge’a.

20) ? Zbadaé ciag Frolichera dla powierzchni Hopfa C?/eZ.

21) Opisaé filtracje wagowa w kohomologiach X = P? — (E; U E»), gdzie E; i Ey sa krzywymi eliptycznymi
przecinajacymi sie transwersalnie.

22) Niech E bedzie krzywa eliptyczna, e € E oraz X = (E — {e}) x (E — {e})—(przekatna). Opisaé filtracje
wagowa, w kohomologiach X.

23) Niech E bedzie krzywa, eliptyczna. (Pamietajmy, ze E ma strukture grupy abelowej.) X = {(e, f) €
E?:e+# fie# —f}. Opisaé filtracje wagowa w kohomologiach X.

24) Zmalez¢ filtracje wagowa dla X = P3—(suma transwersalnie przecinajacych sie 5-ciu hiperptaszczyzn).

25) Sprawdzi¢, ze X## = X dla obrazu zanurzenia Veronese: P! — P3
[s0 : 81] — [s3 : sds1 : 8087 : s3]
26) Znajac rozmaito$é dualng X7 dla X C P™ wyznaczy¢ X7 dla X zanurzonego w P"*1.

27) Zrobié¢ film o monodromii dla osobliwosci kwadratowej f(z1,22) = 27 + 23, w ktérym mozna bedzie
przesledzi¢ ewolucje cykli na wiéknie Milnora.

28) Niech X bedzie obrazem zanurzenia Veronese P? — P(Sym3C3). Opisaé¢ pek Lefschetza dla X, znalezé
cykle znikajace i nezmeinnicze. (?)Opisa¢ monodromie.

29) Niech X bedzie rozmaitoscig Kéhlerowska, a E — X wiazka holomorficzn’a. Wykazaé, ze na P(FE)
mozna dobraé¢ metryke Kahlerowska,.

30) Wyrazié¢ sygnature powierzchni za pomoca ¢? i c3. Dla powierzchni stopnia d w P3 obliczy¢ Xy-genus
oraz liczby Hodge’a. hP?. (Wsk. Latwe twierdzenie Lefschetza.)

31) Dla powierzchni mamy 12|(cz + ¢?). Czy dla rozmaitosci wymiaru 3 dostajemy jaka$ nietrywialna
informacje o podzielnosci liczb Cherna? (Wsk: wypisa¢ wzér na x,.)
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