GAL"*, konspekt wykladéw: Tensory

8.6.2017
Notatki zawieraja odsylacze do podrecznikéw [Kos]=Kostrikin, [Tor|=Torunczyk.

[Kos roz. 6]. Material mniej standardowy jest opisany doktadnie;j.

1 TIloczyn tensorowy

1.1 Zewnetrzna suma prosta S =V @ W (zbiér réwny produktowi kartezjanskiemu z dzialaniami po

wspoOhrzednych) moze byé zdefiniowana przez diagram (przypomnienie)

v
ZVE!(j)\z‘d)V
S > U
’Lv,v\ - %cﬁw

1.2 [Kos roz.6 §5 Tw.3] Dla przestrzeni liniowych V i W rozwazamy wszystkie odwzorowania 2-
liniowe ¢ : V- x W — U. Istnieje przestrzen T wraz z odwzotowaniem 2-liniowym 7 : V x W — T o tej

wlasnosci, ze kazde przeksztalcenie ¢ faktoryzuje sie jednoznacznie przez 7

1.3 Przestrzen V wraz z odwzorowaniem 7 : V X W — T jest jedyna z dokladnoscia do izomorfizmu.

Oznaczana przez V @ W. Ma wilasnosé: dla kazdej przestrzeni wektorowej U mamy
Lo tiniowe(V X W,U) = L(V @ W,U).
1.4 Konstrukcja efektywna V@ W za pomoca baz w V i W. Wymiar dim(V@W) = dim(V') dim(W).

1.5 Inna konstukcja: elementami V' ® W sa formalne kombinacje liniowe ) v; ® w;, gdzie v; € V,
w; € W. Wyrazenia te przeksztalcamy wedlug regut:
—av@w=v®awdlaackK

~ (14 v)QuW=vQWw+vyR@woraz v® (W) +w) =V QWi + v & wa

1.6 7: VXW =V ®W jest roznowartosciowe modulo skalary, obrazem sa tensory proste v ® w.

Tensory proste rozpinaja V @ W.

1.7 Cwiczenie: niech dimV = dim W = 2. Udowodnié, ze zbidr tensoréw prostych w V @ W jest
zdegenerowana kwadryka (zbiorem wektoréw izotropowych, ze wzgledu na pawnga forme kwadratowa).
Gdy V i W maja wiekszy wymiar, jedno réwnanie nie wystarzy. Udowodnié, ze zbiér tensoréw prostych

mozna opisaé ukladem réwnan kwadratowych.



1.8 Cwiczenie: Jesli wektory vy, va, ..., vk sa liniowo niezalezne, oraz Y v; ® w; = 0 to w; = we =

1.9 Macierz zamiany bazy w V przy zamianach baz w V i W jesli
{4}, {a; =Y, aF o)} bazy V,
(B}, {8 = X2, 5 By} bazy W,

to

kpl /1 /
o ® Bj =D 0705 o ® By,
w konwencji Einsteina

a; ® B = afb? o), ® By

1.10 Jesli
T=> TVa®p=> T s,
ij ij
to
T = " Tk af b

k0

1.11 Cwiczenie prawa przemiennosci i tacznosci ®.

2 Tensory c.d.
2.1 Prawo rozdzielnosci mnozenia ® wzgledem dodawania .

2.2 W dalszej czedci przez przeksztalcenie, izomorfizm, itp. mnaturalny rozumiemy niezalezny od
wyboru bazy. Pelne znaczenie stowa naturalny mozna wyrazi¢ uzywajac poje¢ kategorii (patrz naturalna

transformacja funktoréw).

2.3 Dla przestrzeni liniowych W, Z zbiér przeksztalcen liniowych L(W, Z) ma strukture przestrzeni

liniowej. Wiasnos¢ iloczynu tensorowego: istnieje naturalne przeksztalcenie,
L(V,L(W, 2)) = L(Vo W, Z),

ktore jest izomorfizmem. Jest ono zadane tak: dane o : V' — L(W, Z), definiujemy przeksztalcenie

2-liniowe B :V x W — Z, f(v,w) := a(v)(w). Teraz 3 zadaje 3:V @ W — Z.

2.4 Istnieje naturalne przeksztalcenie V@ W — L(V, W), ktére jest izomorfizmem, jesli dim V' < oo.

Jedli dim V' = oo, to obraz sklada sie z endomorfizmoéw, ktorych obraz jest sknczonego wymiaru.

2.5 JeslidimV <ocoidimW < oo to V@ W* ~ (V@ W)*.

Dow. przeksztalcenie z V* ® W* wystarczy zada¢ na V* x W*:
V*x W* — (V & W)* = L(V QR W, K) = L2-liniowe(v X VV,K)
Wystarczy na tensorach prostych

fegm (ww) = fogw).

Klasyczne tensory typu (p,q)



2.6 Tensory typu p-kowariantne g-kontrawariantne to funkcje p + ¢-liniowe

VXVX-o XxXVXV*xXV*x...xV*=3K

~
p q

czyli elementy
*

(V®V®-~-®V®V*®V*x---®v*) ~
p q

VRV VVRVx ---V

~~

p q

W skrécie TH(V) = (V*)®P @ V&4,

2.7 Tensor typu

— np mnozenie w algebrze

— skalar

2.8 Dana baza {ay} przestrzeni V. Niech {a*} baza sprzezona przestrzeni V*, oraz dany tensor T

typu (p, q). Jego wspétrzednymi w bazie ' ® ...a% @ aj, ® ... o, sa liczby

511,’ 7;‘;‘1 =T(ay X ...0q x ' X ...a09).
2.9 Reguly transformacji:
jesli oy = >, af a;
niech o/ =", b)
(Macierz (bi) = (af) ! nie trzeba transponowaé, bo transpozycja jest zawarta w notacji.)
/.717 -] bZl b lea 7]q .71 ]q
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2.10 Co to za tensor Tz-j = (55?

2.11 Ktéry z nastepujacych tensoréw jest tensorem prostym? a) T =i+ j, b) TH =ij

3 Algebra symetryczna
3.1 Mnozenie tensoréw: S typu (p,q), T typu (p',¢), to S® T typu (p+ 9,9+ ¢').

3.2 Zwezenie tensoréw (kontrakcja)
—§lad tr : End(V) =V* ® V — K zadany przez przeksztalcenie 2-liniowe V* x V' = K, (f,v) — f(v).
We wspéhrzednych },; ; Tijai Qajr > TP eK



— dla wybranych indeksow r < ¢, s < p

trl : T4(V) — T (V)
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3.3 Tensor metryczny to tensor typu (2,0), czyli forma 2-liniowa, ktéra jest iloczynem skalarnym
G =3 gije' ® ¢, zadaje izomorfizm V — V* v =3, z'¢; Z” gijrted =tri(g®v)

— ogdlniej tesor metryczny pozwala opuszczaé¢ wskazniki TE(V) — Tg;i
T—tri(GeT)
— operacja podnoszenia wskaznikéw jest zadana przez zwezanie z tensorem typu (0,2),
T—tri(G'aT)
gdzie G7! = Do g"e; ® ej spehia tr} (G @ G) = Y §el @ e; (macierzowo [¢"7] = [g;.;]7Y).
3.4 Algebra tensorowa. Przez T(V) oznaczamy algebre tensorowa
[e.e] o0
TV)=PT(V) =PV =KkaVeV?evae...
q=0 q=0

3.5 Wilasnosé uniwersalna: Dla dowolnej algebry A z 1 nad cialem K
L(‘/a A) = Moralgebry z 1(T(V)7 A) .

3.6 Tensory symetryczne : grupa permutacji ¥, dziata na T¢(V) = TE(V) = V®? permutujac
wspoOhrzedne. Tensor T jest symetryczny jesli dla kazdej permutacji o(T) = T, tzn we wspdlrzednych

T1562,-5tq — Tlo(1)la(2)r st (q)
3.7 Oznaczenia: S9(V) C T4(V') to przestrzen tensoréw symetrycznych,

3.8 Symetryzacja : zakladamy, ze char(K) = 0 i usredniamy po permutacjach o € ¥,
sym: VO - SUV),  sym(T) = 4 ¥, o(T),
Mamy sym o sym = sym, zatem sym jest rzutowaniem na przestrzen tensoréw symetrycznych.

3.9 Niech ey, ea,...e, baza V, wtedy tensory ey = sym(e;, ®e;, ®---®e;,) dlal = {i; <ip < -+ <iig}
sa baza S1(V).

3.10 Cwiczenie; obliczy¢ dim S7(R™).
3.11 Algebra symetryczna: s,t € S(V), definiujemy mnozenie s © t = sym(s ® t).

3.12 Dla s, t € T(V) mamy sym(sym(s)®@sym(t)) = sym(s®t). Stad sym : T(V) — S(V') zachowuje
mnozenie. Zatem S(V) jest laczna.
Dow: jesli t € TH(V), s € TV, to u = sym(s) @ sym(t) jest tensorem symetrycznym ze wzgledu na

~1
pierwsza i druga grupe zmiennych. Zatem sym(u) = (k#) Z(kl)_msowama o(u).

4



3.13 Tensory symetryczne mozna utozsamié z przestrzenia ilorazowa S’?(V) otrzymana z V4 przez

przestrzen rozpieta przez
(V® QUYL - ®U) — (1O - UV ® - D).

Mamy naturalne odwzorowanie (bez zalozenia o charakterystyce ciata) S4(V) — S’?(V). Symetryzacja

indukuje przeksztalcenie odwrotne.

3.14 Gdy charK < q przeksztalcenie S?(V) — S"Y(V) nie jest izomorfizmem, np dla g = 2, char K =

2 element przestrzeni ilorazowej [v ® w] nie jest obrazem tensora symetrycznego.

3.15 SP((K™)*)= wielomiany jednorodne od n zmiennych.

(W szczegélnosci SO((K™)*) = K, SY((K™)*) = (K")*= formy liniowe.)
3.16 Wlasnosé uniwersalna: A algebra przemienna, nad cialem K
L(Va A) = Moralgebry przemienne z 1 (S(V)7 A) .

UZUPELNIENIE (nie bylo na wykladzie)

4 Algebra symetryczna (cd) i Algebra zewnetrzna

4.1 Jesli K jest skoriczone to przeksztalcenie S(V*) — Funkcje(V — K) nie jest réznowartosciowe.
Np dla K = Fy, gdy V = K: wtedy S(V*) ~ K[z] i jadro skiada si¢ z wielomianéw podzielnych przez

9 — .

Algebra zewnetrzna

4.2 Tensor T € V®9 jest antysymetryczny jesli dla kazdej permutacji o o(T) = sgn(c)T. We
wspdhrzednych:
Ti1si2,siq — sgn(a) Tlo(1)sto(2)ia(q)

Oznaczenie przestrzeni tensoréw antysymetrycznych A(V).
4.3 Jedynie dla ¢ = 2 mamy V&2 = S2(V) @ A%(V).
4.4 Operacja antysymetryzacji
AV AYY)

AT) =5 > (=1 o(T).

0EY,
Mamy Ao A = A.

4.5 Mnozenie tensoréw antysymetrycznych a Ab = A(a ® b).

4.6 Niech ey, e,...e, baza V, wtedy tensory ef = A(e;; ® e, @ -+ ®e;,) dla I = {i1 < iz < ...iq}

sa baza, AY(V). Stad dim A?(V) = (7).

4.7 Tloczyn zewnetrzny: v Ava A~ Avg=A(v1 @2 ® -+ - @ vy) € A(V)



4.8 Potega zewnetrzna przestrzeni sprzezonej AP(V*) to p-formy alternujace na V. Gdy n = dim(V)

generatorem A™(V*) jest wyznacznik (rozumiany jako n-liniowa forma antysymetryczna V" — K).

4.9 Niezdegenerowane przeksztalcenie 2-liniowe ( , ) : AY(V*) x AY(V) — K poprzez wlozenie do

I

TZ(V) i zwezenie wszystkich indekséw. Na bazie (¢!, e;) = %5}],

4.10 Zeby pozbyé sie czynnika % dla form modyfikujemy definicje e’ tak, aby to byla baza sprzezona
do e;. Traktujac e’ jako tensor typu (g,0) mamy

(Cil /\ei2 VAR /\eiq)(eilveiga"‘7eiq) = 6}]

(Jednak w literaturze zdarzaja sie tez inne konwencje.)

4.11 Algebra zewnetrzna (Grassmanna): AV = @giznav A?(V) ma strukture algebry ze wzgledu

na A zdefiniowany jako a Ab= A(a ®b).

4.12 Dla s,t € T(V), mamy A(s) AN A(t) = A(s®t), czyli A: T(V) — AV zachowuje mnozenie. Stad
AV jest taczna.
Dow: jedli t € TF(V), s € T(V), to u = A(s) ® A(t) jest tensorem antysymetrycznym ze wzgledu na
~1
pierwsza i druga grupe zmiennych. Zatem A(u) = (k;rg) Z(k,f)—tasowanm sgn(o)o(u).
4.13 Mnozenie jest przemienne z uwzglednieniem gradacji (super-przemienne): tzn dla a € A"V,

be AV mamy a Ab=(-1)YbAa.

Cwiczenia o tensorach i potegach zewnetrznych

4.14 (Zanurzenie Veronese) Rozwazy¢ przeksztalcenie

n+k—1

K" =V — S*(V) =K™, m_< L

), V= UIRUVR - Q.
N ——
k

Pokazaé, ze indukuje ono wlozenie P(V) — P(S*(V)). Opisaé réwnaniami obaz.

4.15 (Zanurzenie Pliickera). Niec Grasi(K") oznacza zbiér k-wymiarowych podprzestrzeni w K".
Wykazaé, ze przeksztalcenie V = lin(vy,va, ..., vp) = lin(vy Avg A -+ Avg) € P(A¥(K™)) jest dobrze

okreslone. Opisa¢ wielomianami obraz.

4.16 Niech w € A%(V*) bedzie antysymetryczna forma 2-liniowa na V = K?*. Wykazaé, ze w jest
niezdegenerowana wtedy i tylko wtedy, gdy w Aw A --- Aw # 0.
S—_—

n

4.17 Niech v € V, a € A1V. Wykazaé, ze v A a = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = v A b dla pewnego
be N~V

4.18 Pokazac, ze AY rozszerza sie do funktora A?: Vectg — Vectg.



