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Notatki zawieraja odsyltacze do podrecznikéw [Kos|=Kostrikin, [Tor|=Torurnczyk.

1 Iloczyn skalarny, przestrzenie euklidesowe [Kos roz 3, §1]
1.1 Ortogonalizacja Grama-Schmidta w czesci o formach dwuliniowych.

1.2 Tloczyn skalarny (—,—): V xV — R
1) (o, 8) = (B, )
2) (a1a1 + azaz, B) = (ar10a, B) + (agaz, )
3) (a,a) > 0 oraz (a,) =0 = a=0

1.3 Norma, formalne wlasnoéci normy:
A) |la|| > 0oraz ||a]| =0 = a=0
B) [lacl| = |al [|a]]

C) lla+ Bl < |lal| + 1|8]] (nier6wnosé tréjkata).
1.4 Jesli dany jest iloczyn skalarny, to definiujemy ||| = /(v @).

1.5 Wiasnosé C) jest réwnowazna nieréwnosci Schwartza: |(a, 8)| < ||a]] - ||B]]-

Dow: Rozwazy¢ funkcje kwadratows t — ||a + t3||*> > 0, dla ktérej wyrdznik jest < 0.
1.6 Cwiczenie: Norma w przestrzeni /2, p # 2 nie pochodzi od iloczynu skalarnego.
1.7 Definicja cos(4(a, 3)) i |sin(£L (e, B))].

1.8 Twierdzenie kosinuséw ||a + B||> = ||a||? + 2 cos £ (v, B))| ||| |18]] + |18][%-

1.9 Jedli baza A = {ay, aa,...,a,} jest ortonormalna to dla dowolnego g € V/

n
B=> (8 a)a
i=1
a gdy jest bazaa ortogonalna to
n
5 ; ozz
p=
1.10 Kazdy uktad niezerowych wektoréw parami ortogonalnych mozna uzupemié¢ do bazy ortogonal-
nej w przestrzeni skonczenie wymiarowe;.
(Powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe w przestrzen nieskoriczenie wymiarowej, patrz uktady zupehe.)
2m

o [f(t)g(t)dt, podprzestrzen W =
Wielomiany trygonometryczne. Baza ortogonalna W sa funkcje 1, sin(nt), cos(nt) dlan € N.. Ponadto

1.11 Wazny przyklad: V = C(S') z iloczynem skalarnym (f, g) =

W+ = {0} (patrz tw Stone’a-Weierstrassa) Otrzymujemy przyklad zupelnego ukladu wektoréw,

ktory nie jest baza w sensie algebry liniowe;j.



1.12 7 kazda funkcja catkowalng (w sensie Lebesgue’a) stowarztszamy szereg

o
a+ Z by, cos(nt) + ¢, sin(nt) ,
n=1
gdzie a = o= [T f(t)Sdt, by, = [T _f(t)cos(t)dt, ¢, = L [T f(t)sin(t)dt. Badaniem takich szeregéw
zajmuje sie analiza fourierowska. Co prawda nie musi by¢ zbiezny punktowo, ale jest zbierzny wedtug

mairy. Ponadto gdy funkcja jest klasy C', to mamy zbiezno$é jednostajna.

1.13 Cwiczenie: dany ciag wektoréw {«;}ier w przestrzeni V z iloczynem skalarnym (skoriczony lub
nie), f € V. Zalézmy, ze (o, o) = d;5. Nastepujace waranki sa réwnowazne:
e Jesli dla kazdego i € I mamy (;,3) = 0 to 3 = lin{a; : il}+.
o inf{||B,7|| : v€lin{ay : i} =0 ( §lezy w domknieciu lin{w; | i € I}).

1.14 W szczegdlnosci: W przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru rozwazamy uklady zupehe {ag, ag, . ..

tzn takie, ze
VieN (B,a;) =0 = =0.
(Np wektory ¢; € £2.)
Z (|1.13) wynika, ze uklad liniowo zupely rozpina podprzestrzen, ktéra jest gesta w V' (w sensie topo-

logicznym).

1.15 Jesli mamy zupely uklad wektoréw ortogonalnych A = {a;,a9,...,} C V to z dowolnym

8 €V stowarzyszamy szereg

00
5,041

B2
im1 azaaz

1.16 Cwiczenie: Inne przyktady ortonormalnych uktadéw zupeinych.

a) wielomiany Legendra P, 27}71, d; ((t2 — 1)") ze wzgledu na iloczyn skalarny (f, d) f f(t)
b) wielomian Czebyszewa T,, (Czebyszewa spelnia cos(nz) = T, (cos(x))) ze wzgledu na iloczyn skalarny
fl f(t)g(t)
1 Vi- t2

c), d) ... wielomiany Hermite’a, wielomiany Laguerre’a ...

(to sa zadania z analizy i nie bedziemy ich robié).

2 Przestrzenie z iloczynem skalarnym c.d., przestrzenie euklidesowe

2.1 Kazdy uklad niezerowych wektoréw parami ortogonalnych, jest liniowo niezalezny.

2.2 Wz6r na rzut ortogonalny na lin{ai, ag, . . ., ax}, dla ukladu wektoréw ortogonalnych /ortonormalnych.

Objetosé [Kos roz.4 §3.2,]

2.3 Objetosé réwnolegloscianu Vol(ay, ag, ..., ar) = \/det G(ai, ag, ..., ar) gdzie G j = (o, o)
(Jesli o, ag, . . ., oy sa liniowozalezne, to det G = 0, w przeciwnym przypadku det G > 0 bo to macierz

iloczynu skalarnego w bazie «;).

2.4 Dla k = 2 wzdr na pole trdjkata ||y || - ||a1]| - | sin(£L (a1, a2))].



2.5 Odleglos¢é a € V' od podprzestrzeni liniowej W C V' definiujemy jako min{||a — 8|| | B € W}.
Minimum jest osiagniete jesli o = v + By, v € W bo |ja — 8|12 = ||y + Bo — 81> = ||7]|*> + 1160 — Bl|>.

2.6 Objetos¢ spetia
(i) Vol(an) = [|onl]|

(2) Vol(ay, a9, ...,ar) = Vol(ay,ag,...,ap_1) - h gdzie h jest odlegloscia ay od lin{ai, a9, ..., ak_1}.

2.7 Dla k = n dostajemy Vol(ai,ag,...,an) = |det[ai,ag,...,ay]|. Stad interpretacja geome-

tryczna wyznacznika.

Iloczyn wektorowy
2.8 Iloczyn wektorowy: Dane ag,as,...,an,—1 € V, dim(V') = n. Definiujemy funkcjonal
B — det [a1, g, ..., an—1, 0]
Poniewaz V ~ V* za pomoca iloczynu skalarnego, wiec istnieje v € V' taki, ze dla kazdego
det [a1, a2, ..., 001, 0] = (v, ).
Definiujemy @1 X ag X + -+ X Q1 : = 7.

2.9 Wiasnosci
(i) v L lin{ag, a9, ...,an—1}
(ii) |y| = Vol(au, g, ..., an—1)
(iii) jesli wektory aq, g, ..., a,—1 sa liniowo niezalezne, to baza a1, as,...,an—1,7 jest dodatniozori-
entowana.

Te wlasnosci definiuja ~.

2.10 Dla n = 3 mamy dobrze znany iloczyn zadany wzorem ze szkoly:

ay az as
(a1,a2,a3) % (b1,b2,b3) =det [ by by b3
€1 €2 €3

2.11 Z definicji w R® mamy

(ax B,7) = (v xa,B) = (B xv,a) = det[a, 3,7].
2.12 |la x b||* + (a,b)* = [|a]|?|[b]]*.

Afiniczne rzestrzenie euklidesowe

2.13 Metryka w zbiorze X, czyli odleglo$¢ pomiedzy punktami: d: X x X — Rxq:
dlz,y) =0 <= z=y
d(z,y) = d(y, z)
d(z,y) +d(y,z) > d(z, 2)

2.14 Odlegtosé od zbioru d(x, A) = inf{d(z,a) | a € A}.



2.15 Przestrzenia euklidesowa nazywamy przestrzen afiniczna E nad R z iloczynem skalarnym w T E.

W przestrzeniach euklidesowych mamy odleglosé d(p, ¢) = ||w(p, ¢)||-

2.16 Hiperpaszczyzny w R™:
n n
H={(z1,22,...,2,) ER" | Y ajm; =b} ={x €R" | Y (a,z) = b}
i=1 i=1

Wektor a = (a1, as, ..., ay) rozpina TH=, wektor normalny ﬁ

2.17 Wzér na odlegtosé od plaszczyzny

2.18 Cwiczenie: Niech pg, p1,...,pn € E bedzie baza punktowa. Wtedy odleglosci d(q,p;) dla i =

0,1,...n wyznaczaja q jednoznacznie.

Przeksztalcenia
2.19 Pojecie izometrii i izometrycznego wlozenia.

2.20 Rzutowania i symetrie. Niech F' C E bedzie skoriczenie wymiarowa podprzestrzenia przestrzeni
euklidesowej. Wtedy TE =TF e (TF)*. Niech p € F oraz niech v; bedzie baza ortonormalna TF.

— Rzut na F wzdhuz (TF)* jest zadany wzorem

k

(@) =p+>_(vwp ),

i=1

— Symetria wzgledem F wzdtuz (TF)* jest zadana wzorem

k
(@) =p—wp,q) +2)_(viwp,a)vi-
i=1
2.21 Izometie. Niech dim F < co. Ponizsze warunki sa rownowazne:
1) f: E — E jest przeksztalceniem afinicznym, takim ze Df : TE — TE zachowuje iloczyn skalarny.
2) f: E — FE jest przeksztalceniem afinicznym zachowujacym odleglosé,
3) f zachowuje odleglos¢ tzn d(p,q) = d(f(p), f(¢)) (nie zakladamy afinicznosci),

Dow 3)=> 1): z lematu: d(p,r) + d(r,q) = d(p, q) wtedy i tylko wtedy gdy r = Zg’ggp + g((;’g%q.

2.22 Ogodlniej rozwaza sie izometryczne wlozenia f: F — E.

2.23 Przyklady: przesuniecia, obroty, symetrie.

2.24 Produkt przestrzeni afinicznych i euklidesowych.

2.25 Niech dim F < co. Dla kazdej izometrii f : E — FE istnieje rozklad E na produkt przestrzeni

E:EleQX"‘XEk,



dim(E;) = 1 lub 2 taki, ze rozklad przestrzeni stycznych jest ortogonalny
TE=TE, & TE; & ... 5 TE,
oraz f jest produktem przeksztalcen f; : F; — FE;, tzn

flxr,@a, ... o) = (fi(z1), fa(z2), ..., fulaw)),

gdzie f; jest przesunieciem, symetrig lub obrotem.

Dowdd w dalszej czesci wyktadu

2.26 Klasyfikacja izometrii R? i R3.

3  Przestrzenie unitarne [Kos roz 3, §2]
3.1 Formy pdltoraliniowe.
3.2 Jedli M = M(p) = (p(e4,€;)) macierz formy ¢ w bazie standardowej, to p(X,Y) = XTMY.
3.3 Formy symetryczne p(v, w) = p(w, v). Wtedy M (p) = WT.

3.4 Dla przestrzeni wektorowej nad C rozwazamy iloczyn hermitowski, to forma pdltoraliniowa,

symetryczna, niezdegenerowana, dodatnio okreslona, oznaczana przez H (v, w) lub (v, w)).

3.5 Cwiczenie: czy ¢ zadane przez macierz < > jest iloczynem hermitowskim? Udowodnié

2
kryterium Sylvestera dla form péttoraliniowych.

3.6 Standardowy iloczyn hermitowski (a1, ag,...,an), (b1,ba,...,by))) = > 1" aib;.

3.7 Jedli V jest przestrzenia liniowa nad C, to przez Vp oznaczamy ten sam zbiér z dziagniem

dodawania i mnozenia przez skalary rzeczywiste.

3.8 Jedli (v, w)) jest iloczynem hermitowskim na V', to na Vg forma (v, w) = re{(v, w)) jest iloczynem
skalarnym, a w(v,w) = im{(v,w)) jest forma symplektyczna. Obie te formy sa J niezmiennicze, oraz

w(v,w) = (Ju,w).

3.9 Ortogonalizacja G-S w przestrzeni unitarnej:

L ewns)
Aeim 2 g gy
1
%= e

(uwaga na kolejnosé¢ ((a;, 3;))).

3.10 Grupa unitarna U(n) = {4 € GL(C") ]A-ZT = I}. Piszemy tez A* = ZT, wtedy dla A € U(n)
mamy A~ = A*.



3.11 W grupie GL(C") mamy GL(R")NU(n) = O(n).
3.12 Z ortogonalizacji G-S mamy rozktad Iwasawy KAN dla macierzy zespolonych.
GL(C") =U(n) - (RL)" - {gérnotréjkatne z jedynkami na przekatnej}.
Rozktad ten jest jednoznaczny.
Operatory w przestrzeniach z iloczynem hermitowskim, [Kos, roz.3 §3]
3.13 Zakladamy, ze V = C", rozwazamy standardowy iloczyn hermitowski, M (p) = I.

3.14 A:V — V jest operatorem unitarnym, jesli zachowuje iloczyn hermitowski, tzn (A(«a), A(B)) =
(v, B) dla dowolnych wektoréw a, 3 € V. Wtedy (gdy dim(V) < oo) mamy A* = A~L. We wspéhrzednych

ortonormalnych: macierz operatora nalezy do O(n) ( U(n) ).
3.15 Cwiczenie: A jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy jest izometria, tzn zachowuje llal| =
(a, ).
Operatory unitarne i ortogonalne
3.16 Definicja operatora unitarnego/twierdzenie: V = C" - przestrzen ze standardowym
iloczynem skalarnym/hermitowskim, A € End(V'). Nastepujace warunki sa réwnowazne.
1) Vo, €V (Ala), A(B)) = (o, B) tzn. A zachowuje iloczyn skalarny

2) Va € V ||A(a)|| = ||a|| tzn A zachowuje norme
3) Macierz operatora jest unitarna A € U(n), tzn A*A = 1.

3.17 Wartosci wlasne operatora unitarnego maja modut 1.
3.18 Przestrzenie wlasne sa ortogonalne
3.19 Jesli W C V niezmiennicza, to W+ tez niezmiennicza.

3.20 Dla operatora unitarnego A istnieje baza unitarna, w ktérej jego macierz jest diagonalna. W

zapisie macierzowym: istnieje C' € U(n) t.z.
A=CDC™', D =diag(e, e, . .. e'n).

3.21 Dla operatora ortogonalnego f : R — R™, istnieje baza ortonormalna taka, ze A = M(f) ma

cos(t) —sin(t) : ) (L
sin(t) cos(t)> lub z blokami 1x1: (1)1 (-1).

Dowdd. Rozwazamy przeksztalcenie unitarne fo : C* — C" zadane przez ta sama macierz A. Istnieje

macierz blokowo-diagonalna z blokami 2x2 postaci <

baza unitarna zlozona z wektorow wlasnych. Dla wartosci wlasnej u ¢ R zakladamy, ze jesli « jest
wektorem bazowym, to @ tez nalezy do bazy (ma on wartos¢ wlasng ). Bierzemy baze rzeczywistej
podprzestrzeni R"” Nlin{a, @} zt6zong z wektoréw [ = %(a—{—@), By = %(a —a). Otrzymujemy baze

ortogonalna.

3.22 Cwiczenie: Grupe izometrii zachowujacych orientacje w R™ oznaczamy przez SO(n). Znalezé

ciagly bijekcje SO(3) ~ RP3.



3.23 Cwiczenie: Izometria R* dana jest przez macierz

1L 1 1 _1

2 2 2 2
1 L _1 _1
2 2 2 2
i _1r 1 _1
2 2 2 2
i 1 _1 1
2 2 2 2

Zmnalez¢ blokowa diagonalizacje.
3.24 Przypomnienie: Kazde izomorfizm afiniczny f : K® — K" mozna przedstawi¢ jako zlozenie
f=trqoDf =Dfotrg,
gdzie tr,, oznacza przesuniecie. Ponadto f(v) = a+ Df(vy) = Df(8+ ), wiec a« = Df(3).

3.25 Dowdd tw (2.25)), tzn dla kazdej izometrii f € Af f(R™) znajdujemy rozklad na produkt R" =
[1Vi (i odpowiadajacy mu rozklad na ortogonalna sume prosta przestrzeni stycznych), gdzie dim V; <
2, oraz f zachowuje ten rozkltad. W kazdej V; izometria f jest albo obrotem, albo symetria, albo

przesunieciem.

3.26 Cwiczenie: Kazda izometria przestrzeni euklidesowej jest postaci trog = gitr,, gdzie a jest

wektorem statym dla D f, oraz przeksztalcenie g ma punkt stalty. Powyzszy rozktad jest jednoznaczny.

3.27 Cwiczenie: Wiemy, ze

/([0,0,00)

[—1,-7,2].

>

~

I

[
e B

A~ =

N

Co to za przeksztalcenie?

4 TIzometrie afiniczne w Rr?

kwadryk [Kos roz.4 §3]

, operatory samasprzezone, klasyfikacja

4.1 Klasyfikacja izometrii afinicznych R3 (symetrie, obroty, obroty z odbiciem, przesuniecia, ruch

srubowy, obrét z odbiciem, symetrie z poslizgiem).
Operatory sprzezone

4.2 Dane jest przeksztalcenie linowe ¢ : V' — V przestrzeni z iloczynem hermitowskim /skalarnym.

Moéwimy, ze 1 : V — V jest sprz’ezone do ¢ gdy dla kazdej pary wektorow «, 5 € V mamy

{p(a), B) = (o, ¥ (5)).

— jesli ¥ 1 1y sa sprzezone do ¢, to Y1 = 1ho.
—jesli dim V' < oo, to operator sprzezony v istnieje oraz gdy M (p) jest macierza ¢ w bazie unitarnej,

to
M) = M(p) = M(p)".



Oznaczenie: ¢ = ¢*.

Cwiczenie: niech V = C(SY), (f,g) = Jo1 f(®)g(t)dt, o(f) = f(a)l, gdzie 1 jest funkcja stale réwna

1 oraz a € S'. Wykazaé, ze ¢ nie dopuszcza zadnego operatora sprzezonego do niego.

Operatory samosprzezone

4.3 Operator ¢ jest samosprzezony (hermitowski), jesli ¢ = ¢*. We wspédhrzednych ortonormalnych:

macierz operatora jest symetryczna (ze sprzezeniem).
4.4 Wartosci wlasne sa rzeczywiste
4.5 Przestrzenie wlasne sa ortogonalne
4.6 Jesli W jest podprzestrzenia p-niezmennicza, to W tez.

4.7 Twierdzenie spektralne. Jesli ¢ jest operatorem samosprzezonym w przestrzeni skonczonego

wymiaru, to istnieje baza unitarna, w ktérej operator ma macierz diagonalna, o wyrazach rzeczywistych.

Rozktad
v D W
AESpec(p)

jest ortogonalny.
4.8 Gdy przestrzen jest rzeczywista, to istnieje baza ortonormalna, w ktérej operator jest diagonalny.

4.9 Cwiczenie: zlozenie operatoréw samosprezonych jest smosprzezone wtedy i tylko wtedy gdy sa

one przemienne.

4.10 Kazda rzeczywista macierz symetryczna ¢ da sie zapisa¢ jako CDC~! gdzie C € O(n), tzn
C~' =CT, a D jest diagonalna.

(Zatem zaréwno Ay jest podobne jak i kongruentne do diagonalnej.)
4.11 To samo dla zespolonych: Jedli ¢ = ¢*, to CDC~!, gdzie C € U(n).

4.12 W przestrzeni nieskonczenie wymiarowiej wiemy jedynie, ze przestrzenie wlasne operatora samo-

sprzezonego sa ortogonalne.

4.13 Cwiczenie: Niech V = C°°(S1). Sprawdzi¢, ze operator ¢(f) = f” jest samosprzezony. Jakie

jest spektrum? Udowodnié¢
1

B w| ={o.

AeSpec(p)

4.14 Cwiczenie: Podaé przyklad operatora ¢, ktory jest samosprzezony oraz

1

B w| #{o}.

AeSpec(p)



Wsk: Niech V' przestrzen funkcji na Z o skoniczonym nosniku
V={f:Z—C|3IM €R takie, ze [n| > M = f(n)=0}

z iloczynem hermitowskim (f,g) = Y00 f(n)g(n) oraz ¢(f)(n) = 2(f(n — 1) + f(n + 1)).

Kwadryki w przestrzeni euklidesowej

4.15 Whniosek z diagonalizacji: dla kazdej macierzy symetrycznej @) istnieje macierz ortogonalna C,
taka, ze CTQC jest diagonalna. Zatem dla danej formy kwadratowej g(z) w przestrzeni z iloczynem

skalarnym. Istnieje ortonormalny uktad wspélrzednych {y;(z)} taki, ze q(z) = Y a;y?.
4.16 Kierunki osi gtéwnych kwadryk, to kierunki wlasne stowarzyszonego operatora samosprzezonego.

4.17 Kanoniczne formy kwadryk. Kazda kwadryke w przestrzeni euklidesowej mozna sprowadzi¢ do

postaci kanonicznej za pomoca izometrii:

k IL‘2 k+4 1'2
MY 5-> =1 (k+tf<n)
i=1 "t  j=k41 ¢
k 2 k+¢ 2
(2) Z?— > 5 =0 (k+¢<n),
i=1 & j=k41 0
k 2 k+¢ 2
Ly Ly
i=1 't j=k41 ¢

Liczby a; w (1) to dlugosci osi gléwnych.
4.18 Przyklad: znalez¢ osie gléwne kwadryki 622 + 4zy + 9y? = 100.
4.19 Cwiczenie: Sprowadzi¢ do postaci kanonicznej za pomoca izometrii
22+ day + 4y® —x + 4y = 5.

4.20 Analiza Fouriera: V = C°°(S'), operator ¢(f) = f” jest samosprezony. Wartosci wilasne to
Spec(p) = {—k? : k€ NU{0}}.
Vo = lin{1l}
V_y2 = lin{sin(kz), cos(kx)}
D, Vi jest geste w C°°(S1). W jezyku algebry liniowej (D72, Vi)t = {0}.

5 Operatory samosprzezone dodatniookreslone [Kos roz.3, §3.6]

5.1 Przyklad do przeliczenia. Laplasjan dyskretny: V = R"™ = Funkcje(Z, — R), o(f)(k) =
%( flk+1)+ f(k—1)) — f(k). Udowodnié¢, ze ¢ jest operatorem samosprzezonym, wartosci wlasne sa

ujemne, oprécz jednej, ktéra jest réwna 0.

5.2 Nieujemnie okreslone operatory samosprzezone: (Bx,z) = (z, Bx) > 0. Dla kazdego operatora
samosprzezonego nieujemnie okreslonego istnieje ,,pierwaistek”, tzn operator samosprzezony, nieujemnie

okreslony P, taki, ze P? = B. Na podprzestrzeni wlasnej V) operator P jest réwny v/\.



5.3 Przyklad: B = A*A dla pewnego operatora A.

5.4 Cwiczenie: Niech V = C>(SY). Sprawdzié, ze operator A(f) = —f” jest nieujemnie okreslony

samosprzezony. Jakie jest spektrum? (Jest on postaci B*B.)

5.5 [Kos roz.3, §3.9] Rozktad polarny (biegunowy): kazdy operator A da sie zapisaé jako zlozenie
Q P, gdzie Q nalezy do O(n) (lub U(n)), P jest nieujemnie okreslony.
Dow: Jesli A odwracalny P = (A*A)%, Q=AP7 1 QQ* = (AP )(P71A4*) = A(A*A)1A* =1
Dla nieodwracalniego A rozwazamy A, = A + el. Dostajemy A, = Q.P.. Mozna wybraé cag €, — 0,

taki, ze QQe, jest zbiezny.
5.6 Uwaga: nazwa od rozkladu polarnego liczby zespolonej (tzn dimV = 1)

5.7 Operator P jest jednoznacznie wyznaczony (réwny (A*A)%), a jesli A jest odwracalny, to Q tez

jest jednoznacznie wyznaczony.

5.8 ,,Singular value decomposirion”: Kazda macierz kwadratowa mozna przedstawi¢ jako B1DBo,
gdzie By i By sa unitarne/ortogonalne, a D jest macierza diagonalna o rzeczywistych nieujemnych

wyrazach (dodatkowo mozna zaléry¢, ze ciag wyrazéw na przekatnej jest nierosnacy).

6 Uzupemhienia. Urzeczywistnienie i kompleksyfikacja, pewne pod-
grupy GLy,(rR) [Kos roz.3 §4]

6.1 Podsumowanie twierdzen o macierzach kwadratowych M € M, y,(K), dla K = C (oraaz wersje
rzeczywiste)
- tw Jordana
- rozklad KAN dla odwracalnych M: M = KB, K € U(n), B gérnotréjkatna
- rozklad polarny M = KP, K € U(n), P = P*
- diagonalizacja w bazie ortonormalnej operatoréw unitarnych (blokowa nad R),
- diagonalizacja w bazie ortonormalnej operatoréw samosprzezonych - wartosci wlasne rzeczywiste
- i antysamosprzezonych (tzn gdy M* = —M, Cwiczenie) - wartosci wlasne urojone

- rozklad Choleskiego macierzy symetrycznych dodatnio okreslonych

6.2 Cwiczenie: Dane 0 < k < n. Niech A € End(R™) zachowuje objetosé réwnolegloscianéw k-

wymiarowych. Pokazaé, ze A jest izometria.

6.3 Cwiczenie: Srodek symetrii a kwadryki opisanej réwnaniem 2’ Qx — 2Lz = C spelnia réwnanie

Qa = LT. Ktére z kwadryk w postaci kanonicznej nie mieja lub mmaja wiele srodkéw symetrii?

6.4 Operator jest rzutowaniem ortogonalnym jeéli A = A* i A? = A. Przestrzeri V rozpada sie na

sume prosta ortogonalnych przestrzeni ker(A) i im(A).

6.5 Twierdzenie spektralne mozna sformutowaé tak: Kazdy operator samosprzezony jest kombinacja

liniowa przemiennych rzutowan ortogonalnych.
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6.6 Przestrzeri rzutowa RP"~! mozna utozsamié¢ z podzbiorem O(n) macierzy spelniajacych A% = Id

irk(A+ Id) = 1. (Prostej przypisujemy odpowiednia symetrie.)
RP" ! ~ {A € Myun(R)|A= AT, A> = A, tr(A) =1}

6.7 Podobnie mozna zanurzyé w Myxn(R) 2bidr wszystkich podprzestreni liniowych ustalonego wymi-
aru tj. grassmannian. Otrzymujemy zbidr dmokniety i ograniczony w przestrzeni afinicznej. Czyli jest

to zbior zwarty.

Zmiana ciala bazowego.
6.8 Urzeczywistnienie przestrzeni zespolonej V' ~» Vi (zapominamy o mnozeniu przez 7)

6.9 Struktura zespolona J:V — V, J? = —Id

6.10 Jesli w V dana baza aq,as,...,an, to ai, a9, ..., 0, %00, %00, ..., iy jest baza Vi, a J ma
0 —1I
ierz blok .
macierz blokowa < I 0 )

6.11 Grupe GL,(C) utozsamiamy z podgrupa macierzy rzeczywistych 2n x 2n przemiennych z J =

0 —I . . . _[(reA —imA
(I 0 > Macierzy A € GL,(C) odpowiad macierz blokowa J = <imA e A> € GLay(R).

6.12 Dany automorfizm przestrzeni rzeczywistej J : W — W, taki ze J? = —Id. Wtedy W jest
parzystego wymiaru i w W mozna wrpowadzi¢ strukture przestrzeni wektorowej nad C definiujac (a +

bi)a = aa + bJ (). Automorfizm J speliajacy J? = —Id nazywamy struktura zespolona.

6.13 Kompleksyfikacja przestrzeni rzeczywistej W to przestrzenn W := W x W wraz ze strukturg
zespolona J(a, 3) = (—f,a). Zatem mnozenie przez z = a + bi zadane jest wzorem. (a + bi)(a, 3) =
(aae — bf, a3 + ba).

6.14 Cwiczenie: Dla przestrzeni zespolonej V' mozna wskazaé¢ izomorfizm nie zalezny od wyboru
bazy (Vg)c ~V @V, (gdzie V jest réwne V jako zbidr, ale mnozenie przez skalar jest zadane wzorem

(a+bi)ow:=(a—bi)v.

6.15 Przyporzadkowania V' +— Vg dla przestrzeni zespolonej (i V' — Vi dla przestrzeni rzeczywis-
tej) sa funktorialne, to znaczy, ze dla A : V. — W mozna zdefiniowa¢ A : Vg — Wg, tak ze
(AB)r = ArBp (podobnie dla kompleksyfikacji). Ponadto mamy dla V' przestrzeni liniowej nad R i
W, przestrzeni liniowej nad C:

Le(Ve, W) = Lg(V, WR)

gdzie L (A, B) oznacza zbiér funkcji K-liniowych A — B. Méwimy, ze funktory
V=TV i W — Wy

sa dotaczone.

Patrz: kategorie i funktory np http://www.mimuw.edu.pl/%7Ejarekw/SZKOLA /algebra2star /seria2.pdf
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6.16 Niech Sp,(R) oznacza podgrupe GL(R?*") automorfizméw zachowujacych forme symplektyczna,
zadana przez J,

w(v,w) = (v, Jw),

tzn takich A, ze dla kazdej pary v, w € R?" mamy w(p(v), p(w)) = w(v, w).

6.17 W grupie GLgy,(R) mamy podgrupy
O(2n) = {A € GLa,(R) | ATA = T},
Spn(R) = {A € GLy,(R) | ATJA = J},
GL,(C)={A € GLy®p(R) | AJ = JA},

Przeciecie dwu z powyzszych grup jest zawarte w trzeciej.
6.18 Cwiczenie: dla operatora zespolonego det(Ag) = | det(A4)[?.

6.19 Jesli (v, w)) jest iloczynem hermitowskim na V, to na Vi forma (v, w) = re((v, w)) jest iloczynem
skalarnym, a w(v,w) = im{(v,w)) jest forma symplektyczna. Obie te formy sa J niezmiennicze, oraz

w(v,w) = (Ju,w).

6.20 U(n) = 0(2n) N Sp(n) = O(2n) N GL(C"™) = Sp(n) N GL(C").

7 Kwaterniony [Tor V, §5.4-6]

7.1 SU(2) ~ 83 (pierwsza kolumna jest dowolnym wektorem jednostkowym w (a,b) € C2, a druga

postaci (—b, @)
7.2 Niech
S0 60 () )
Zbiér {1, £i, £j, £k} jest grupa ze wzgledu na mnozenie macierzy:
iZ=j=k>= -1, ij=—ji=k, jk=-kj=1, ki=—ik =j.
7.3 Przestrzen kwaternionéw (H od Hamiltona)
H = ling{1,1,j,k}

oraz kwaterniony czysto urojone
imH = ling {1, j, k}.

Tak jak poprzednio z* oznacza Z'. Dla kwaternionéw czysto urojonych z* = —z. ,,*’ nazywamy

sprzezeniem kwaternionowym.
7.4 Mamy (zy)* = 2*y*, bo to zachodzi dla bazy pochodzacej z Max2(C).

7.5 Dla z € H mamy z-z* € R;. Definiujemy ||z|| = vz - 2*. Dlax =al+bi+cj+dk, a,b,c,d € R
mamy ||z|| = Va? + b% + 2 + d2.
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7.6 Mamy |[[zy|| = ||| |y]-

7.7 Algebra z dzieleniem nad K, to taka algebra nad K z jedynka, ze kazdy element rézny od 0 jest

odwracalny.

1

7.8 Kazdy kwaternion niezerowy jest odwracalny = ! = z*/||z||?, czyli kwaterniony sa algebra z

dzieleniem nad R.

7.9 Twierdzenie Freudenthala (bez dowodu): Jedyne skoniczenie wymiarowe algebry z dzieleniem nad

Rto R, CiH.

7.10 Kwaterniony o normie jeden to macierze spetliajace zz* = 1. Zatem to sa macierze z SU(2).
Stad H =Ry - SU(2) U {0}.

7.11 Iloczyn skalarny w przestrzeni kwaternionéw czysto urojonych (z,y) := —re(xy).

7.12 Przyjmujemy orientacje w imH, tak aby {i, j, k} byla baza dodatnio zorientowana. Dla kwater-
niondéw czysto urojonych mamy

z-y=—(z,y)+xxy.

7.13 Dla dowolnego jednostkowego kwaternionu = € SU(2) przeksztalcenie imH > y — xyz™ € imH
jest izometria. Stad otrzymujemy przeksztalcenie SU(2) — SO(3) C GL(imH).

7.14 Obrét wokot ustalonej osi o t € 27 podniesiony do SU(2) nie jest identycznoscia. Ale obrét o
47 podniesiony do SU(2) jest identycznoscia.

Parz w YouTubie ,,2 pi rotation is not an identity”, ,,Your palm is a spinor” itp.
p y P p P

7.15 Geometrycznie przeksztalcenie zadane przez x = cos(t) + sin(¢)¢ dla czysto urojonego kwater-
nionu jednostkowego ¢ jest obrotem wokot ¢ o kat 2t.

Dow: rachunek osobno dla y € linf iy € linf+.
7.16 Powyzsze przeksztalcenie SU(2) — SO(3) jest ,,na”, 2 do 1, jadrem jest {I,—1}.

7.17 W R, C, H (i oktonionach Q) sa spelnione:

. re(a-b) =re(b-a), gdzie re zdefiniowane jako rzut na lin(1)

T = W N =
S|
o
S|
*
m
=
=

.re(a-(b-c)) =re((a-b)-c) (to jest spelione w H, bo kwaterniony sa taczne).

Powyzsze wlasnoséci sq spetnione w tzw algebrach Hurwitza ,,composition algebra”,

patrz hitp://en.wikipedia.org/wiki/Hurwitz’s_theorem_(composition_algebras)

Sq to skonczeniewymiarowe algebry z jedynkqg, niekoniecznie tgczne wyposazone w dodatnio okreslaong
forme kwadratowg forme q, q(a) = ||a||? speliajgca q(a - b) = q(a)q(b). Forma kwadratowa zadaje

iloczyn skalarny, sprzezenie jest zdefiniowane jako symetria wzgledem lin(1), cze$é rzeczywista re(a)
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to rzutowanie na lin(1). Czyli wszystko jest zdefiniowane za pomocq formy kwadratowej. Ponadto
(ab,ab) = (a,a)(b,b)

2(a,b)(c,d) = (ac,bd) + (ad, bc)

Tw Hurwitza méwi, ze jedyne algebry Hurwitza z dzieleniem nad R (z doktadnoscia do izomorfizmu)

toR, C,HiO.

7.18 Dodatek: Zwiazki z polami wektorowymi na sferze: jedli w R™"T! jest struktura algebry z dzie-
leniem, to na S™ jest n liniowo niezaleznych pél:
Dow. Wybieramy iloczyn skalarny w R"T!. Niech 1 € R"*! bedzie jedynka algebry. Dobieramy ele-
menty vq, Vs, . . ., v, stanowiace baze lin{1}*. Wtedy dla kazdego g € S™ elementy g, gv1, guva, . . ., gUn
stanowia baze R""!. Niech 7, bedzie rzutowaniem na lin{g}*t. Wektory v;i(g) = my(gv;) dla i =
1,2,...n stanowia baze lin{g}*. To sa pola wektorowe na S™, ciagle w zaleznosci od g € S™ i liniowo

niezalezne.

7 tw. o zaczesywaniu sfery S? (nie ma ani jednego nigdzie nie znikajacego pola) widzimy, ze w R? nie

ma struktury algebry z dzieleniem.

8 Nieokreslone formy kwadratowe i ich grupy automorfizméw [Kos
roz.4 §4]

8.1 Jesli forma kwadrarowa okreslona przez symetryczna macierz B, to automorfizmami tej formy

sa przeksztalcenia liniowe o mocierzy A speliajacej AT BA = B.
8.2 Przestrzenie z forma kwadratowa typu (m,n), grupy O(m,n), SO(m,n), SO(m,n)*

8.3 Cwiczenie istnieje ciagla bijekeja O(m, n) ~ O(m) x O(n) x R™™. (Jedli m # 0in # 0, to grupa

O(m,n) ma 4 sktadowe spdjne.)

8.4 Jedli zalozyé¢, ze nie mozemy poruszaé sie predzej niz swiatlo, to nie mozemy przekroczyé ho-
ryzontu zdarzen bedacego brzegiem obszaru ||z|| < c|t|. Horyzont zdarzen jest opisany réwnaniem

2t2 2 2

kwadratowym q(t,z) = c*t?—z3—23—2% = 0. Zmiany ukladu wspéhrzednych typu 2’ = f(x)+at (uklad

poruszajacy sie) musza zachowywaé horyzont zdarzen. Jesli a = 0, to f ma by¢ izometria. Sugeruje to,
ze powinnismy rozwazaé przeksztalcenia liniowe czasoprzestrzeni zachoujace forme kwadratowa ¢g. Dla

uproszczenia przyjmujemy c = 1.

Grupa O(1,1)

8.5 Najpierw rozwazmy przestrzen jednowymiarowa, czyli czasoprzestren ze wspéhzednymi (¢, x) z
. . e Lo
forma kwadratowa 2> — 22. Grupa O(1, 1) sklada sie z macierzy postaci (a; 'Z), takich, ze t? — 22 =1
oraz (t,z) = +(z,y). Mozna przyjac u = 4 cosh(\), v = £sinh(A).

8.6

a"l+a a"l—a a"'4a a"l—a
SO(1,1) = {A = (a%_a a%+a> ta € R*} , SO(1,1)t = {A = (a%_a a12+a> ca > O}
2 2 2 2

8.7 Wniosek SO(1,1)" ~ R z dziatlaniem dodawania.
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8.8 Niech <t0> =A <1> Predkos¢ definiujemy jako v := 72 o —a _ o=l \amy v < 1=:c.

Zo 0 a=1l4a a?41"
_ 1-v ata”! __ 1 a—a”l _ v
St@d a = 1+v? 2 - V102 P} = V1o

cosh(A) sinh(A)

(Inny punkt widzenia: Jesli A = <sinh(/\) cosh()\)

>, to v = tanh(\); oraz tanh(«) wyznacza macierz

A)
1 v " 1
8.9 Zatem A = 1-v? VIZv? ) edgie v = xg/to, < O) :A< )
1—v2 1—v2 To 0

a4 t . . .
Jesli <x’> =A <$> to wspéhrzedne (¢, 2') mozemy wyrazié¢ za pomoca (z,t) oraz v:

v t+ vx o - T+ vt

V1—0? 1—02

lub odwrotnie

; t' — v’ ' — ot/

= — r=—.
V1 —? 1 —v?
8.10 Cwiczenie: Jesliby ¢ # 1, forma kwadratowa c?t> — 22, to

,  t+uoz/d? , ozt

V1—02/c? 1=/

8.11 Odlegtosé¢ zmienia sie zgodnie ze wzorem |z} — 4| = % gdy t1 = to
[t1—ta]

8.12 Podobnie czas |t] — th| = Ji= 8dy 21 = 22

1 / 1 |zi—ma| / 1 ti—ta]
8.13 Jesliby ¢ # 1, to |2} — 24| = Wiyt |t] —th| = S
8.14 Cwiczenie: wyprowadzi¢ wzér na sktadanie predkosci v = %

9 Grupa Lorentza

9.1 Czasoprzestrzen R* z forma typu (1,3). Badamy grupe SO(1,3)" to skladowa identycznosci
SO(3,1) (te przeksztalcenia, ktére dadza sie w sposéb ciagly zdeformowaé do Id. (Inna nazwa: wlasciwa

grupa Lorenza.)

9.2 Niech V' C M(2 x 2;C) zbiér macierzy hermitowsko symetrycznych tzn X = X*,
¥ ( t+:§1 :cg—i:n3>_
Tro+1x3 t— I
Forma kwadratowa: q(A) = det(A) = t? — 23 — 23 — 3. Utozysamiamy czasoprzestrzen ze zbiorem

operatoréw samosprezonych w C?

9.3 Przestrzenn V rozpada sie na podzbiory zachowywane przez SO(1,3)"
— zera formy ¢(—) = det(—), czyli macierze zdegenerowane. Fizycy méwia na to ,,stozek $wiatta”.
—q(A) < 0 tzn tam wartosci wlasne X maja rézne znaki

— dwie skladowe ¢(A) > 0 tzn tam wartosci wlasne X maja takie same znaki (stozek dodatni i ujemny)
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. 1 .
9.4 O$ czasowa V to V; = lin { < O) }, a cze$¢ przestrzenna to

01

v-w{(s )30 0))

(to sa macierze Pauliego, mnozac przez i dostajemy bazowe kwaterniony).

9.5 Czeé¢ przestrzenna jest opisana rownaniem t = %tr(X ) =0.

9.6 Grupa SLy(C) dziala na V przez: A-X := AXA*. Podgrupa SU(2) zachowuje wspéhrzedna
czasowa. Odpowiada to zamianom ukladu wspolrzednych z predkoscia 0.
Dow: tr(AXA*) =tr(XA*A) = tr(X) dla kazdego X.

9.7 Jesli A zachowuje wspdhrzedna czasowa t, to A € SU(2). (Z réwnosci A*IA € RI wynika, ze
A*A =1, wiec A € SU(2).)

SU©2) C SLs(C)

9.8 To dzialanie zgadza si¢ z dzialaniem na imH =iV, ~ . r~

imH & V
9.9 Twierdzenie: Mamy izomorfizm
LT :=S0(1,3)" ~ SLy(C)/{£I}

oraz

SLa(C)/{xI} ~ GLs(C)/C* =: PGLy(C) przeksztalcenia rzutowe

9.10 Pierwsza cze$é twierdzenia jest réwnowazna z: Otrzymane odwzorowanie SLs(C) — SO(1,3)"
jest ,,na”; 2 do 1, ker = {£+I}.
1) Sprawdzamy, ze jadro tego odwzorowania, to +1I:
ker = {A € SLy(C) : VX € V. AXA* = X}, biorac X = [ widzimy, ze A € SU(2), i dalej
korzystamy z tego jak wygl:ada odwzorowanie SU(2) — SO(3).
2) Liczymy wymiar grupy: tzn liczymy stopnie swobody. W obu grupach wychodzi 6 i korzystamy
z ogdlnej wlasnosci grup (grup Liego): jesli grupy maja réwny wymiar, a jadro odwzorownia jest
skoniczone, to obraz zawiera calg sktadows identycznosci. (Nie dowodzimy tego twierdzenia, elementarny

dowdd epimorficznosdci moze by¢ traktowane jako Cwiczenie).
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