GAL z % 2017
Konspekt wyktadéw: Formy 2-liniowe [Kos roz.1 §4], [Tor VII]

25.4.2017
Notatki zawieraja odsytacze do podrecznikéw [Kos|=Kostrikin, [Tor|=Torurczyk.

Materiat mniej standardowy jest opisany dokladniej.

1 Przeksztalcenia 2-liniowe

1.1 Przeksztalcenia dwuliniowe ¢ : V; x Vo — V3. Przykiady:
-V xV* =K,
— A algebra nad K, mnozenie:A x A — A
—np, A= L(V,V),
—np. K=R, A=C.
— sktadanie przeksztalcenn L(Wy, Wa) x L(Wo, W3) — L(W1, W3),

— mnozenie funkcji spelniajacych rézne warunki, np Cg°(R) x C(R) — Cp(R).

1.2 Przyktad: Dane 1 < p < oo, niech /P oznacza zbdr ciagéw sumowalnych w p-tej potedzie (tzn
o2 lailP < 00). Dla % +$ = 1 mamy ¢ x {9 — R zadane wzorem ¢((a;), (bj)) = Y 10, a;b; (zbieznosé

wynika z nieréwnosci Holdera).

1.3 Dane bazy A = {;}i=1,..n przestrzeni Vi, B = {B;}i=1,. . m przestrzeni V5. Przeksztalcenie

dwuliniowe ¢ : Vi x Vo — V3 wyznaczone jest przez wartosci na parach wektoréw bazowych ¢(oy, 5;).

1.4 Macierz przeksztalcenia dwuliniowego ¢ : Vi x Vo — K w bazach to M(¢)a,p € M(n x m,K)
taka? ze (M(¢>A,B)Z’J = (Z)(Oéi, /Bj)

1.5 Indukowane przeksztalcenie ¢# : Vo — Vi* zadane wzorem ¢#(w) = ¢(-,w). W bazach:
M(¢#)5 = M()a,B-

1.6 Jesli M = M(¢)st, s € M(n x m,K) jest macierza ¢ : K" x K™ w bazach standardowych, to
#(X,Y) = XTMY (wektor zapisujemy jako kolumne).

Formy 2-liniowe

Zalozenie char(K) # 2.
1.7 Dla ¢ : V] x V5 — K transformacja macierzy M (¢) przy zmianie baz.
1.8 Jedli Vi = Vo, to Q nazywamy forma dwuliniowa,.

1.9 Forma dwuliniowa ¢ : V' x V — K jest niezdegenerowana jesli:
(i) Vw e V —{0} Jv e V ¢(v,w) #0
(i) Vo e V — {0} Fw € V p(v,w) # 0
Jesdli dim(V) < oo to (i) jest réwnowazne (ii) i jest rGwnowazne

(iii) M (o) jest macierza niezdegenerowana.



1.10 Powyzsze punkty sa réwnowazne:
(i) & (i’): indukowane przeksztalcenie ¢7 : V — V* zadane wzorem ¢¥ (w) = ¢(-,w) jest monomor-
fizmem.
(ii) < (ii’): indukowane przeksztalcenie #¢ : V — V* zadane wzorem #¢(v) = ¢(v, -) jest monomor-

fizmem.
1.11 Cwiczenie: wskazaé¢ forme 2-liniowa, dla ktérej (i) i (ii) nie sa rownowazne

1.12 Gdy Vi = Vi, to przez macierz formy rozumiemy M (¢) 4 = M(p) a4 = (¢(04i7 aj))1<ij<dimV'

1.13 Zamiana bazy a relacja kongruencji (poréwnaj z relacja podobienistwa)

(A~ A") & 3C odwracalna : A’ = CTAC .

1.14 Zalézmy, ze dim V' < co. Forma jest niezdegenerowana gdy jeden z réwnowaznych warunkéw
zachodzi
~—{weV|VveVpw)=0}={0}
~ ker(¢#) = {0}
— M (¢) jest maksymalnego rzedu (w dowolnej bazie)
~ ker(%¢) = {0}
—{veV |VweV ¢(v,w)=0} ={0}

1.15 Formy symetryczne i antysymetryczne: Vi = Vo =V, Vi =K, ¢(v,w) = £o(w,v)

1.16 Przykiady:

-V =C([0,1]), dana funkcja p(z) € V (gestosé) ¢,(f,g) fo (z)dx — symetryczna
—~ V tjw, dane x¢ € [0 1], ¢s,, (f, ) = f(z0)g(zo0)

-V =C}(R) = [7° f(#)g'(z)dx — antysymetryczna.

~ x2S R

1.17 Rozklad formy na sume symetrycznej i antysymetrycznej.

1.18 Dla symetrycznej badz antysymetrycznej formy dwuliniowej: Dopelnienie ortogonalne W+ do

podprzestrzeni W.

1.19 Dla kazdej 2-liniowej symetrycznej badz antysymetrycznej formy mamy:
{0} -
SV = ker(6#) = ker(#9),

~ W c (WHL i réwnoéé zachodzi np gdy ¢ jest niezdegenerowana i dim V' < oo

2 Formy symetryczne i antysymetryczne

2.1 Dana jest dwuliniowa forma (V, ¢) symetryczna lub antysymetryczna, A, B,(W C V
~-ACB= BtcAat
— gdy dim(V) < oo, to dim(V) < dim(W) + dim(W+) (bo dim(W+) = dim(V) — dim(¢7(W)) >
dim(V) — dim(W)).



2.2 Dla niezdegenerowanej formy mamy, dim(V') < oo
— dim(V) = dim(W) + dim(W+)
- W=WhHt

2.3 Cwiczenie. Udowodnié¢ analogiczne wlasnosci dla przeksztatcenia dwuliniowego. ¢ : V3 X Vo — K

uzywajac pojecia anihilatora: dla A C V; definiujemy anh(A) = {w € Va |Vv € A ¢(v,w) = 0}.
2.4 Rozklad przestrzeni na sume prosta ortogonalna A & B (oznaczana tez V = AJ_B).

2.5 Kazda przestrzen z symetryczna badz antysymetryczna forma 2-liniowa mozna przedstawic¢ jako
V=U é W, gdzie U jest catkowicie zdegenerowana (tzn ¢y = 0), oraz W jest niezdegenerowana.
Przedstawienie to jest jednoznaczne w nastepujacym sensie: Jedli V = U SW=U&W ,toU =U'
oraz istnieje izomorfizm f : W — W' taki, ze dla v,w € W mamy ¢ (v, w) = ¢(f(v), f(w)).

Dow: U =V+ W ~V/U.

2.6 Zal6zmy, ze ¢ jest symetryczna badz antysymetryczna oraz niezdegenerowana, dim(V) < oo.
Dana podprzestrzen W C V' taka, ze ¢y jest niezdegenerowana. Wtedy V =W & W+ oraz P jest

niezdegenerowana.
2.7 Cwiczenie: znalezé przyklad (V, ¢) nieskoniczonego wymiaru taki, ze istnieje W ¢ V, W+ = {0}.

2.8 Zalézmy, ze ¢ jest antysymetryczna oraz niezdegenerowana, dim(V) < oo. (Méwimy, ze ¢ jest

symplektyczna.) Wtedy wymiar V jest parzysty oraz istnieje baza V: ai,aq,...an, b1, B2, ..., By taka,
0 1

7 0) . Ta baza nazywa sie baza symplektyczna lub

ze macierz formy w tej bazie jest blokowa J = <

Darboux.

2.9 Whniosek z istnienia bazy symplektycznej: kazda macierz antysymetryczna i niezdegenerowana

: . I . .
jest kongruentna do macierzy J = ), czyli postaci CTJC.

0
-1 0
2.10 Wniosek: wyznacznik macierzy antysymetrycznej jest kwadratem. Z ¢éwiczen wiemy, ze istnieja
formutly wielomianowe pozwalajace wyciagna¢ pierwiastek z wyznacznika: np
0 12 13 Z14
—I12 0 €23  T24

—x13 —x23 0 o34
—x14 —Tos4 —x34 O

2
det = (12 34 — T13 T4 + T14 T23)" .

(patrz Pfaffian).
2.11 Zalézmy ze ¢ jest symetryczna. Wtedy istnieje baza V', w ktérej M (o) jest diagonalna.

2.12 O relacji kongruencji c.d.:

— Kazda macierz symetryczna jest kongruentna do macierzy diagonalne;j.
A 0 A0
— $13 ~Y 'y ~Y / ~Y
Jesli A~ A"1 B~ B to <O B> (0 B’>
— Macierz (a) jest kongruentna do (k?a) dla k # 0.

— Jesli a + b # 0, to macierz < 0) jest kongruentna do (

a a+b 0
0 b ’

0 ab(a+b)



2.13 Cwiczenie (by¢ moze trudne): sklasyfikowaé formy dwuliniowe symetryczne Q2. Ktére macierze

diagonalne 2 x 2 sg kongruentne do macierzy jednostkowej?

(Zainteresowanym ta tematyka polecam ksigzke J. Milnor, D. Husemoller Symmetric bilinear forms.
2.14 Nad cialem w ktzym mozna wyciagaé pierwiastek z dowolnej liczby kazda niezdegenerowana

. . . 10
macierz symetryczna jest kongruentna do macierzy ( 0 0>.

3 Diagonalizacja, rozklad KAM

3.1 Metoda Jacobiego: zalézmy, ze dla macierzy M (¢) minory gléwne A, Ag,...A, sa rézne od
zera. Wtedy istnieje baza K", w ktérej ¢ ma postaé¢ diagonalng z liczbami Ay, Ag/Aq,... A, /A1 na
przekatnej.

Doktadniej: dana baza oy, ag, ... ay,. Szukamy indukcjnie bazy spelniajacej

1) p1 = ar,

2) Bo = az — ca1B1, (B2, 41) =0,

3) Bs = a3 — ca11 — 3282, ¢(Bs, B1) =0, (B3, B2) =0,

itd. Wspéézynniki ¢;5 (¢ > j) sa réwne ¢y, 55)/6(B;, Bj). Z warunku A; # 0 wynika, ze ¢(5;, 5;) # 0.

3.2 Metoda Lagrange’a diagonalizacji formy kwadratowej stowarzyszonej z symetryczna forma 2-
liniowa: znajdowanie wspétrzednych, w ktérych forma kwadratowa jest suma kwadratéw (uzupehianie

do pelych kwadratéw).

3.3 Jesli A; # 0, to forma kwadratowa kwadratowa sprowadzona metoda Lagrange’a od sumy

kwadratéw ma postac:

2 Ao 12 Asg 12 Ap /2
Ay + A T2 T ATt R T,

1 / e P .. .
gdzie z} = x; Zj<i aijT;.

3.4 Cwiczenie: wyznaczniki kolejnych minoréw maja znaki jak ponizej. Jakiej postaci moze by¢
forma?

a)+0—, b)++0—-, ¢)+-0+, d)++0—-, € +—-0—, itp.
3.5 Cwiczenie: Czy mozemy otrzymacé ciag znakéw + + 0+ 7

3.6 Twierdzenie o bezwladnodci: Jesli cialo jest uporzadkowane i kazdy element > 0 jest kwadratem
(np. K = R), to kazda macierz symetryczna jest kongruentna do diagonalnej, a na przekatnej sa tylko
1, -110. Nosci ,,17, ,,0” i ,,—1” sa jednoznacznie wyznaczone.

Dowdd dla formy niezdegenerowanej: jesli k +1 =k +1' =ntoalbok+1' >nlub k' +1 > n.
3.7 Réwnowazne sformulowanie: (V,¢) ~ [1]* 3 [—1]¢ & [0]™.

3.8 W Twierdzeniu o bezwladnosci liczby k, I, m:
— liczba k jest rona wymiarowi maksymalnej podprzestrzeni, na ktérej ¢ jest dodatnio okreslona,
— liczba [ jest réna wymiarowi maksymalnej podprzestrzeni, na ktérej ¢ jest ujemnie okreslona,
—m = dim(V4).



3.9 Liczba 0 = k — [ nazywana jest sygnatura formy. Sygnatura oraz rzad r(M(¢)) wyznaczaja typ
formy z doktadnoscia do izomorfizmu liniowego. Innymi stowy wyznaczaja klase kongruencji M(¢). To

wszystko jest prawda nad R. Nad Q jest o wiele ciekawiej.
3.10 Formy okreslone dodatnio i ujemnie.

3.11 Kryterium Sylwestera orzekajace kiedy forma jest dodatnio okreslona (bedzie na nast’epnym

wyktadzie, ale nie jest to nic wiecej niz wniosek z metody Jacobiego).

3.12 Cwiczenie: Niech I,, € M, «xn(K) bedzie macierza jednostkowa. Dana niezdegenerowana macierz

symetryczna A € M,,x,(K). Udowodnié, ze macierz blokowa <A 0

0 —-A
0 I,
ZIn L

3.13 Zalézmy, ze ¢ jest forma symetryczna dwuliniowa na R. Wtedy istnieje baza taka, ze M (¢) = I.

) € Mapwon(K) jest kongruentna

Taka baza nazywa sie ortonormalna.

3.14 Jehi ¢ jest standardowa forma symetryczna dodtnié okreslona w R"™, (tzn M(¢)s = I, B =
M(1 d)th, to baza B jest ortonormalna wtedy i tylko wtedy gdy BT B = I. Zbiér takich macierzy jest
oznaczny przez O(n) to jest podgrupa w GL,(R).

3.15 Diagonalizacja formy metoda Jacobiego w przypadku formy dodatnio okreslonej nazywa sie
ortogonalizacja Grama-Schmidta. W efekcie znajdujemy baze ortogonalna, a pdézniej przeskalowujac

wektory baze ortonormalna,.

3.16 Dana baza A. Ortogonalizacja G-S: 3; = a; — 23;11 Eglgﬂgﬁj Y = \/(;75)@' (piszemy (o, 3)
VL) 759

zamiast ¢(a, 3)). Otrzymujemy procedure
A B C

dowolna baza ~» baza ortogonalna ~» baza ortonormalna.
gdzie M(Id)ﬁ jest gérnotréjkatna z jedynkami na przekatnej (bo M(Id)7 jest taka), M(Id)§ jest
diagonalna, Mg € O(n).
3.17 Przyjmujac:

G=M(I), K=MI), A=MgI), N=MEI)

traktujemy ortogonalizacje G-S jako algorytm pozwalajacy przedstawi¢ dowolna macierz odwracalng G
w postaci
G=K-A-N,

gdzie K € O(n), macierz A jest diagonalna z dodatnimi wyrazami, N gérnotréjkatna z jedynkami na

przekatnej. To sie nazywa rozkladem Iwasawy.

3.18 Przyklad:
a1 =(3,4) ax = (L)~ b1 = (3.4), B2 = (35, —35) = 1 = (5:3), 2= (5. —)

(-4 HEDE D



3.19 Cwiczenie. Rozklad Iwasawy KAN jest jednoznaczny. Mamy bijekcje

n(n—1)

O(n) x (R4)" x R — GL(R"),

(K,A,N)» K-A-N.

. . . . . . . o 1) . .
(Tu (R4)™ utozszamiamy ze zbiorem macierzy z wyrazami dodatnimi na przekatnej, R~ 2 z macierzami

gérnotréjkatnymi z jedynkami na przekatnej.) Na przyktad
GL(R?*) =~ 0O(2) x (Ry)*xR.

3.20 Cwiczenie: Pokazaé
SOR?) ~ P3R).

gdzie SO(n) = {K € O(n) | det(K) = 1}.

4 Przeksztalcenia zachowujace forme. Kwadryki

4.1 Kryterium Sylwestera. Forma (R", ¢) jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy wyznaczniki

kolejnych minoréw gtéwnych Aq, Ag, ..., A, sa dodatnie.

4.2 Forma (R", ¢) jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy wyznaczniki kolejnych minoréw gléwnych

A1, Ag, ..., A, maja naprzemienne znaki -+-+...(—1)".

4.3 Forma dwuliniowa symetryczna niezdegenerowana, dodatnio okreslona, oznaczana przez (v, w),
(v, w) lub v.w nazywana jest loczynem skalarnym (naogét rozwazany nad R lub Q). Norma definiowana
jest jako |[v|| = v/(v,v). Cw: Norma speknia:

e |[v]| >0 oraz (|jv]| =0 =v=0).
o |lav]| = laf ||v]]
o |lv+wl| <[fo]] +[[w]]

4.4 Dane formy 2-liniowe symetryczne (V,¢) i (W, ). Przeksztalcenie f : V — W zachowuje forme,
jesli dla v,w € V mamy ¢(v,w) = ¢(f(v), f(w)). Macierzowo, jesli B = M (f) jest macierza f (w
pewnych bazach), to BT M (y)B = M(¢).

4.5 Jesli forma ¢ jest niezdegenerowana, to ¢ jest monomorfizmem. Jesli dimV =dimW < oo, to

¢ jest izomorfizmem.

4.6 Zalézmy, ze ¢ jest niezdegenerowana, dimV < oo. Zbiér G = {f € End(V) : f zachowuje ¢}
jest grupa.
Macierzowo: G = {B € Mxn(K) : BTM(¢)B = M(¢)}.
Kazdy element G spelia det B = +1.

4.7 Jedli K = R oraz ¢ jest typu (V,¢) ~ [1]F & [—1]%, to grupe przeksztalacenn zachowujacych ¢
oznaczamy O(k, /).



4.8 Szczegdblne przypadki (tu utozsamiamy przeksztalcenia z macierzami):
~0(n,0) =0(n) = {X € Mpxn(K) : XTX =TI} grupa ortogonalna. Tu X! = X.
—S0(n) =0(n) N SL,(R), gdzie SL,(K) = {X € Myxn(K) : det X = 1}.

- SO(k,t) = O(k,0) N SL,(R),
— bedziemy rozwaza¢ SO(1,3), ma ona 2 sktadowe
{f € SO(1,3) : f(Ct)=C"}, gdzie CT = {zx € R* : ¢(x,x) >0, 11 > 0} jest stozkiem dodatnim.

1. Skladowa identycznoéci to grupa Lorentza L =

4.9 Izometryczne przeksztalcenie przestrzeni nieréwnych lub nieskoniczonych wymiaréw nie musi by¢

izomorfizmem. Istnieje wiele przyktadéw przeksztalcen izometrycznych przestrzeni Hilberta

62 = {(an)neN ‘ Zai < 00}7
n=1

ktére nie sa izomorfizmami.

Kwadryki [Kos roz.5 §2-4, tam jest bardzo doktadnie]
4.10 Zbiory algebraiczne w K" to zbiory opisane ukladami réwnan wielomianowch.
4.11 Przykad: okrag, hiperbola, parabola w R2.

4.12 Kwadryki afiniczne: Kazda kwadryka afiniczna w R™ moze by¢ przeksztalceniem afinicznym

sprowadzona do kwadryki opisanej réwnaniem:

k k40
Sute 3 a=s
i=1 j=k+1
k+/¢<n,d=01ub 1 albo
k k40
fo - Z 33? = Th40+1
i=1 j=k+1

k+4+{4<n.

4.13 Afiniczne typy réwnowaznosci kwadryk w R3 i rzutowe typy. Zakladajac, ze po ujednorodnieniu
otrzymujemy forme niezdegenierowana mamy nastepujace typy:
- elipsoida (sfera) z2 + 32 + 2% = 1, typ rzutowy + + +—
- hiperboloida jednopowlokowa z? 4+ y? — 2% = 1, typ rzutowy + + ——
- hiperboloida dwupowlokowa z? + y? — 22 = —1, typ rzutowy + + +—
- paraboloida eliptyczna 22 + y? = z, typ rzutowy + + +—
- paraboloida hiperboliczna x? — % = z, typ rzutowy + 4+ ——
- zbiér pusty z2 4+ y% + 22 = —1, typ rzutowy + + ++

4.14 Po ujednorodnieniu zdegenerowana forma:
- 2?2+ y? + 22 =0 ,,gruby punkt”, typ rzutowy +-++0
- 22 + y? — 22 = 0 stozek, typ rzutowy ++-0
itd itp

1Chodzi o skladowe spéjnosci, lub co na jedno wychodzi skladowe lukowej spéjnosci, ktére beda zdefiniowane na
topologii.



