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1 Przestrzenie rzutowe

Patrz osobny plik
http://www.mimuw.edu.pl/~aweber /zadania/gal2017gw /Przestrzenie_rzutowe-zadania.pdf .
Do zrobienia na ¢wiczeniach: zadania 53.3, 53.4, 53.14, 53.16.

2 Formy dwuliniowe

2.1. Wyznaczy¢ macierz formy dwuliniowej na R? w bazie e; gdy dana jest macierz w bazie standar-
dowej
[1,2,3]
a) |3,1,4| €} =e1+eq, e =e1 —ea, €5 =2e; + €3+ e3.
5,1,6

1,2,2]
b) 2,5,6| €] =e1 —ea, € =e1 +2e, € =e1 +ex — e3.
12,6,9]

Definicja Podprzestrzen W C V nazywamy catkowicie zdegenerowana (ze wzgledu na forme symetryczna
@), jezeli Py JESE forma zerowa.

Wektor v nazywa sie izotropowy (ze wzgledu na forme symetryczng ¢) gdy ¢(v,v) = 0.

2.2. W przestrzeni W macierzy 2 x 2 o wspoétczynnikach rzeczywistych rozpatrujemy forme dwuliniowsa,
#(A, B) = tr(AB). Sprawdzi¢, czy ta forma zadaje izomorfizm W z W*. Znalezé W+ i stozek wektoréw
izotropowych. Znalezé najwiekszy wymiar podprzestrzeni catkowicie zdegenerowanej.

Definicja Przetrzen ortogonalna (V, @) to przestrzen liniowa V wraz z ustalong symetryczna formag
dwuliniowa ¢ : V x V. — K.

Definicja Przestrzern ortogonalna z iloczynem zadanym w pewnej bazie przez macierz
0 1
10

2.3. Udowodnié, ze plaszczyzna hiperboliczna zawiera wektor «, taki ze lin{a}* = lin{a}.

nazywa sie ptaszczyzng hiperboliczng.

2.4. Dla niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej (V, ¢) nad cialem charakterystyki réznej od 2
nastepujace warunki sa réwnowazne:

a) (V, @) jest suma ortogonalna plaszczyzn hiperbolicznych

b) istnieje podprzestrzern W C V| taka, ze Wt=w

F ol

d) V =W, @& Wa, gdzie W1 i Wy sa caltkowicie zdegenerowane.

¢) w pewnej bazie macierz ¢ ma postac:

gdzie I jest macierza identycznosci
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2.5. Rozpatrujac przestrzen ortogonalna nad R o macierzy:

o= O O
o O O
o O O
o O = O

wykazaé, ze plaszczyzny hiperboliczne o ktérych mowa w a) zadaniu powyszym nie sa wyznaczone
jednoznacznie.
W powyzszym zadaniu b) przestrzenn W nie jest wyznaczona jednoznacznie.

2.6. Niech (V,¢) bedzie rzeczywista przestrzenia dwuliniowa wymiaru 2n. Niech V' bedzie suma
ortogonalna n-wymiarowych podprzestrzeni V, i V_ takich, ze ¢ jest dodatnio okreslona na Vi i
ujemnie okreslona na V_. Udowodnié, ze:

a) Kazda podprzestrzen (V, ¢) catkowicie zdegenerowana ma wymiar nie wiekszy niz n;
b) Istnieje podprzestrzen (V, ¢) catkowicie zdegenerowana wymiaru n;
¢) Kazda podprzestrzen catkowicie zdegenerowana jest zawarta w n wymiarowej podprzestrzeni catkowicie

zdegenerowane;.

2.7. W przestrzeni ortogonalnej (R*, ¢), gdzie ¢ w bazie standardowej jest zadane przez macierz:

00 1 0
0 0 1
10 1 -1
01 -1 1

a) znalez¢ baze prostopadla tej przestrzeni ortogonalnej.

b) znalezé W+, gdzie W jest podprzestrzenia zadana przez uklad réwnan:

Czy R =W @ Wt? Czy (W, Bwxw) jest przestrzenia ortogonalna niezdegenerowana?

c) znalezé stozek wektoréw izotropowych.

2.8. Dana jest przestrzen ortogonalna (R?3, ¢), gdzie ¢ w bazie standardowej jest zadane przez macierz:

O =

10
a 1
1 2
a) dla jakich wartosci parametru a, ¢ jest dodatnio okreslona?
b) dla a = 2 zastosowaé ortogonalizacje Gramma Schmidta i znalezé baze ortonormalna (R3, ¢).
2.9. Niech (V, ¢) bedzie niezdegenerowang przestrzenia ortogonalna, niech ¢: V' — V* bedzie izomor-

fizmem wyznaczonym przez ¢. Pokazaé, ze jedli a1, .., a., jest baza V', taka ze aq, .., ay jest baza W C V|
to ¢71(Oé};+1), .07 ar) jest baza W.

2.10. Udowodni¢ twierdzenie Witta: Niech V' bedzie niezdegenerowana przestrzenia ortogonalna, a
U W C V jej podprzestrzeniami. Wéwcezas dla dowolnego izomorfizmu ortogonalnego f : U — W
istnieje izomorfizm ortogonalny f’: V — V, taki ze f|’U = f.



3 Formy kwadratowe, kwadryki afinicznie
3.1. Znalez¢ takie wspélrzedne R?, ze forma :c% — 2x129 + 4x% ma posta¢ —4ujus.

3.2. Znalez¢ przeksztalcenie liniowe, ktore forme rzeczywista sprowadza do postaci kanoniczne;j:
a) T1T9 + Tox3 + T3xg + T4T1
b) a:% + 51:% — 41:% + 2x129 — 42123

3.3. Opisaé typ kwadryki i znalezé jej srodek symetrii (jesli istnieje)
22 — 223 + 23 + 6woxy — dx113 — 811 =0

3.4. Zmnalez¢ rodziny prostych pokrywajace powierzchnie
a) hiperboloida jednopowlokowa 22 + y? — 22 =1,
b) paraboloida hiperboloczna z? — y? = 2z.

Zadania do domu pisemnie na 4.05

Zadania: 2.7, 3.2

D1. Dana jest przestrzen liniowa z dwuliniowa forma symetryczna (V,¢) , W C V. Pokazaé, ze
dim W + dim W+ = dim V + dim(V: N W).

Definicja Forma (V, ¢) nad Zo nazywa sie parzysta, jezeli dla kazdego v € V', ¢p(v,v) = 0, a nieparzysta
wtedy 1 tylko wtedy gdy istnieje v, dla ktorego ¢p(v,v) = 1.

D2 Rozwazamy formy symetryczne nad Zgo. Niech 1 = (Zg,§) oznacza forme jednowymiarowa nad
Za, &(z,y) = wy. Niech H = (Z3,n) oznacza plaszczyzne hiperboliczna.
a) Pokazaéd, ze 1 ELB 1 Gla 1 jest izomorficzna z 1 é H.
b) Pokazaé, ze kazda forma jest suma ortogonalng 1 é 1 ETB . ETB 1 é V', gdzie V jest forma parzysta.
Pokazac¢, ze V jest suma prostopadla ptaszczyzn hiperbolicznych i formy zerowej. Wynika z tego, ze
kazda forma nad Zs jest izometryczna z jedna z: H™ éé 0", 1 GLB H" é 0", 1 GLB 1 E{l% H™ é 0". Pokazac,
ze zadane dwie z powyzszych nie sa izometryczne.

4 Przeksztalcenia zachowujace forme dwuliniowa

4.1. Niech (V, ¢) bedzie przestrzenia ortogonalna, Niech V- = W@W L. Pokazaé, ze symetria wzgledem
W wzdluz W+ jest przeksztalceniem ortogonalnym.

4.2. Pokazac, ze kazde przeksztalcenie ortogonalne niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej jest
izomorfizmem liniowym.

4.3. Pokazaé, ze jezeli (V, ¢) przestrzenia ortogonalna, oraz ¢(a, o) = ¢(5, 8) # 0, to istnieje symetria
ortogonalna f: V — V, taka ze f(a) = 3.

4.4. Pokazaé, ze kazde przeksztalcenie ortogonalne niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej jest
izomorfizmem liniowym.

4.5. Pokazac, ze kazde przeksztalcenie ortogonalne niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej wymi-
aru n jest zlozeniem co najwyzej n symetrii prostopadtych.

4.6. Pokazaé, ze dla przeksztalcenia ortogonalnego niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej, jesli
W jest podprzestrzenia niezmiennicza, to W jest takze podprzestrzenia niezmiennicza,.

4.7. Niech (V, ¢) bedzie przestrzenia ortogonalna, Pokazaé,ze jezeli V = V1L @ W, to rzut ortogonalny
na W jest przeksztalceniem ortogonalnym. Pokazaé, ze jezeli V. = W @ W i rzut ortogonalny na
podprzestrzenn W jest przeksztalceniem ortogonalnym, to W+ C V.



5 Przestrzenie z iloczynem skalarnym

5.1. Niech W C R" bedzie k wymiarowa podprzestrzenia przestrzeni euklidesowej R™ ze standard-
owym iloczynem skalarnym. Niech A, B € M,;(R) beda macierzami, ktérych kolumny sa ortonor-
malnym bazami W. Pokazaé, ze AAT = BBT.

5.2. Zastosowaé¢ metode ortogonalizacji Gramma-Schmidta do bazy 1, X, X2, .., X" w przestrzeni

+1
wielomianéw stopnia < n z iloczynem skalarnym (f,¢) = [ f(z)g(x)dz.
~1

5.3. Rozpatrujemy przestrzen euklidesowa R?* ze standardowym iloczynem skalarnym. Zastosowaé
metode ortonormalizacji Gramma-Schmidta, aby otrzymaé¢ ortonormalna baze podprzestrzeni
lin{(1,1,—-1,-2),(5,8,—2,-3),(3,9,3,8)}.

5.4. Pokazaé, ze jesli w liniowej przestrzeni euklidesowej «sq,...,q, jest baza ortonormalng zas

B1, ..., Bn jest ukladem wektoréw takim, ze Ziqf 1Bi]|> < 1, to uktad oy + B1, ..., an + By jest liniowo
niezalezny.

5.5. a) Wykazaé ze forma 2-liniowa ¢(A, B) = —Tr(AB) jest iloczynem skalarnym na przestrzeni
liniowej antysymetrycznych macierzy n x n.
b) Niech C' € O(n). Wykazaé, ze jedli A jest macierza antysymetryczna, to CAC™! tez jest macierza
antysymetryczna. Ponadto A +— CAC™! jest izometria przestzreni macierzy antysymetrycznych ze
wzgledu na forme ¢.

5.6. W przestrzeni M,,«,(R) z iloczynem skalarnym (A, B) = Tr(ABT) znalezé, podajac jej baze lub
opisujacy ja uklad réwnan, podprzestrzen prostopadia do podprzestrzeni zlozonej z macierzy o $ladzie
rownym 0.

5.7. Pokazaé, ze wyznacznik Gramma spelnia nieréwnos¢:

G(Oél, "70527517 "7ﬁl) < G(Oél, 0 ak)G(ﬁb "7/8l)

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy (o, 3;) = 0 dla dowolnych 1 < i <k, 1<j <1
lub conajmniej jeden z ukladow ay, .., ag, 51, .., 5; jest liniowo zalezny.

6 Izometrie liniowe przestrzeni z iloczynem skalarnym
6.1. Udowodni¢, ze przeksztalcenie ortogonalne plaszczyzny euklidesowej jesli zachowuje orientacje,
to jest obrotem, a jesli ja zmienia to jest symetriag wzgledem prostej.

6.2. Przeksztalcenie przestrzeni euklidesowej zadane jest, w kanonicznej bazie ortonormalnej ej, es, e3
macierza;

2 -1 2
- 2 2 -1
-1 2 2

Przedstawic¢ to przeksztalcenie w postaci ztozenia co najwyzej trzech symetrii prostopadlych wzgledem
plaszczyzn.

6.3. Udowodni¢, ze ztozenie dowolnej liczby obrotéw przestrzeni liniowej euklidesowej tréjwymiarowej
jest obrotem.

6.4. Rozpatrujemy R* ze standardowym iloczynem skalarnym. Znalez¢ macierz w bazie standardowej i
wz6r analityczny opisujacy rzut prostopadly na podprzestrzen W = lin{(1,1,1,1),(1,2,2,-1),(1,0,0, 3)}.

6.5. Przeksztalcenie ortogonalne f: R* — R* przestrzeni euklidesowej ze standardowym iloczynem
skalarnym ma w standardowej bazie ortonormalnej macierz:

11 1 1
1[ 11 -1 =1
21-1 1 -1 1
11 1 -1



Znalez¢ baze ortonormalna, w ktorej przeksztalcenie f ma forme kanoniczna. Znalezé te forme.

Zadania domowe na 15 maja 2017

6.6. Znalez¢ warunki konieczne i dostateczne na to, by by zbidr liczb dodatnich {a;;: 0 > j > n,i > j}
byt

a) zbiorem odleglosci wszystkich mozliwych par wierzchotkéw n wymiarowego sympleksu w przestrzeni
euklidesowej R™,

b) zbiorem odlegtosci wszystkich mozliwych par punktéw pewnego zbioru n + 1 punktéw przestrzeni
euklidesowej R™ (to znaczy nie zakladamy tak jak w a), ze punkty sa w polozeniu ogélnym).

6.7. Niech A € M3,3(R) bedzie macierza ortogonalna i det A = 1. Pokazaé, ze
1. (trA)2 —trA?2 =2tr A
3
2. (Cimrai) = 1)+ Xicicijeslai —aji)* =4

6.8. Pokazaé,ze jezeli w(\) jest wielomianem charakterystycznym n X n macierzy ortogonalnej A.
Pokazaé, ze A"w(A71) = w()\).

6.9. Zadanie 6.5

7 Afiniczne przestrzenie euklidesowe

Definicja W afinicznej przestrzeni euklidesowej (E,w) odlegtoscia punktu xo od podprzestrzeni afinicznej
H =y + S(H) nazywamy minimum dtugosci wektora w(zo,y), gdziey € H.

7.1. Udowodnié, ze odleglosé punktu zy od podprzestrzeni afinicznej H = yo + S(H) jest réwna
dlugosci rzutu prostopadlego wektora w(zg, yo) na S(H)> .

7.2. Udowodnié, ze odleglosé¢ d(xg, H) punktu zp od podprzestrzeni afinicznej H = yo + S(H), gdzie
S(H) = lin{ay, .., ax }, mozna wyrazi¢ przy pomocy wyznacznika Gramma G:
G(Oél, g, .., O, W(.Io, yO))

2 _
(d(zo, H))" = G(ay, g, .., ar) 7

7.3. W afinicznej przestrzeni euklidesowej R* ze standardowym iloczynem skalarnym znalezé (na dwa
sposoby) odlegtosé punktu (4,2, —5,1) od podprzestrzeni opisanej przez ukltad réwnan:

201 — 290+ x3+2x4 = 9
201 —4xo + 223 + 34 = 12.

7.4. W przestrzeni afinicznej euklidesowej R?* ze standardowym iloczynem skalarnym znalezé odlegloéé
punktu (2,4, —4,2) od podprzestrzeni danej przez uktad réwnari:

T1+2x0+x3— 4= 1
1+ 3x9 +23 — 314 = 2

7.5. W afinicznej przestrzeni euklidesowej R* ze standardowym iloczynem skalarnym znalezé miejsce
geometryczne punktow, przez ktére mozna przeprowadzi¢ prosta prostopadia do ptaszczyzn P i Ps i
majaca z nimi niepuste przeciecie.

P i [1,2,—1m—9,-13] +1in{(2,3,7,10,13), (3,5,11,16,21)}

3r1 —dxro+2x3— x4+ x5 = —22
Py 2z 4 4x9 +3x3 — x4 — 375 =—4
921 4+ 3290+ x3 — 224 — 35 = —138

Znalez¢é odleglos$é Py od Ps. podpprzestrzen wymiaru dim S(Pp) N S(P2)



7.6. W przestrzeni afinicznej euklidesowej R* dane sa proste L = {[0,7,1,2] + (0,1, —1,0)} oraz
K = {[1,1,1,1] + #(1,0,0,—1)}. Znalez¢ plaszczyzne przechodzaca przez punkt [4,1,3, 1], ktéra jest
prostopadia do L i nie przecina K.

7.7. Niech H i K beda podprzestrzeniami euklidesowej przestrzeni afinicznej E i niech H N K = ().
Pokazac,ze istnieje prosta L taka, ze L | H, L 1 K, i L ma punkty wspdlne z H i z K.

8 Przeksztalcenia afiniczne przestrzeni euklidesowej

8.1. Pokazacé, ze jezeli przeksztalcenie ortogonalne afinicznej przestrzeni euklidesowej ma dwie niezmi-
ennicze podprzestrzenie afiniczne skosne, to ma punkt staty.

8.2. Znalezé wzér na symetrie prostokatna euklidesowej przestrzeni R?* ze standardowym iloczynem
skalarnym wzgledem lin{f, B2}, gdzie 81 = [1,1,—1,-2], B2 = [5,8,—2, —3].

8.3. Niech w przestrzeni afinicznej euklidesowej R? ze standardowym iloczynem skalarnym hiperplaszczyzny
P i @ beda dane réwnaniami: P = {z1 + 2x9 — 3x3 = 6}, Q = {x1 + 22 + 3 = 3}. Znalez¢ réwnania
opisujace obraz plaszczyzny @) przy
a) rzucie prostopadlym na plaszczyzne P.

b) symetrii prostopadlej wzgledem plaszczyzny P.

9 Kwadryki w przestrzeni euklidesowej
9.1. Znalez¢ o symetrii paraboli 2 + 4xy + 4y? + 8z +y = 8.

9.2. Dany jest stozek 22 + y? = 22. Opisaé¢ wszystkie mozliwe przekroje stozka plaszczyzna.

9.3. Znalez¢ osie kwadryki 4x120 + 33;% + 31’% + 4x1x3 — 20903 = 1.

Do domu na 29 maja: Prosze zrobi¢ zadania 7.7, 8.3, 9.3 oraz:

9.4. Dane sa symetryczne macierze rzeczywiste A i B. Zalézmy, ze A, B oraz A — B sa dodatnio
okreslone. Udowodnié, ze jesli AB = BA to det(A) > det(B). Czy zalozenie AB = BA jest konieczne?

10 Przeksztalcenia samosprzezone

Zadania majgce na celu lepsze wyjasnienie definicji

10.0a Niech ¢ bedzie iloczynem skalarnym w przestrzeni skoniczonego wymiaru. Oznaczmy przez
¢ : V — V* izomorfizm zadany przez ¢:
a— (a,—).

Niech f : V' — V dowolnym przeksztalceniem liniowym przestrzeni euklidesowej V. Niech f*: V* — V*
bedzie przeksztalceniem sprzezonym (w sensie I semestru GALu). Niech f# = ¢~ o f* o ¢. Pokazaé, ze
f* jest przeksztalceniem sprzezonym do f w sensie iloczynu skalarnego, tzn

Yo, BV (f(a).B) = (o, F(8)).
Jak to jest z przestrzeniami zespolonymi z iloczynem hermitowskim?

10.0b Pokazaé, ze jezeli ¢ € End(V') jest dodatnio okreslony, to ¢ jest automorfizmem i p(a, ) =
d(p(a), B) jest iloczynem skalarnym. Pokazaé, ze jezeli p jest iloczynem skalarnym na V', to istnieje
dodatnio okreslony automorfizm ¢, dla ktérego u(ca, 8) = ¢(p(a), 5).

Definicja: Niech (V,¢) bedzie skoriczenie wymiarowq przestrzeniq z iloczynem skalarnym. Powiemy,
ze ¢ € End(V) jest dodatnio okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy jest samosprzezony wzgledem ¢ oraz
dla kazdego 0 # a € V, ¢(p(a), ) > 0.



Pokazaé, ze ¢ € End(V) jest dodatnio okreslony wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje automorfizm
Y € Aut(V), taki ze ¢ = ¥*1, gdzie *(a) jest automorfizmem speliajacym warunek ¢(¢(«),5) =

d(a, ().

10.0c Niech (V,¢) bedzie przestrzenia liniowa z iloczynem skalarnym/hermitowskim, zadanym w
pewnej bazie o, .., a, przez macierz U. Niech ¢: V — V bedzie przeksztalceniem liniowym, ktére w
bazie a1, .., a, ma macierz A. Znalezé macierz przeksztalcenia sprzezonego.

Wtasciwe zadania

10.1. Niech ¢ bedzie przeksztalceniem samosprzezonym. Wykazaé, ze ker ¢ L im ¢ oraz ker ¢ i im ¢
rozpinaja cala przestrzen (ortogonalna suma prosta).

10.2. W przestrzeni euklidesowej R? iloczyn skalarny w bazie standardowej jest zadany przez macierz:

2 -1 0
-1 2 -1
0 -1 1

Spawdzi¢ czy czy przeksztalcenie ¢(z1,z2,x3) = (v1 + 222 — 323,221 — 322 + X3, 321 + 222 — x3) jest
samosprzezone.

10.3. Niech przeksztalcenie samosprzezone ¢ przestrzeni euklidesowej bedzie dane w pewnej bazie
ortonormalnej przez macierz A. Znalez¢é ortonormalna baze wektorow wlasnych ¢ oraz macierz ¢ w
tej bazie. (Uwaga: Sformulowanie to jest réwnowazne sformulowaniu: znalez¢é macierz ortogonalna B
taka, ze BT AB jest macierza diagonalna. Baza, lub réwnowaznie macierz B, nie musi by¢ wyznaczona
jednoznacznie).

a) A= (-8 17 -4 b) A=
T 0100
1000

10.4. Niech f: R™ — R" bedzie przeksztalceniem przestrzeni euklidesowej, takim ze f jest samo-
sprzezone i ortogonalne. Pokazaé, ze f jest symetria wzgledem pewnej podprzestrzeni wzdluz pod-
przestrzeni do niej prostopadie;j.

10.5. !!! Dane 0 < k < n. Niech A € End(R"™) zachowuje objetos¢ réwnolegtoscianéw k-wymiarowych.
Pokazac, ze A jest izometria,.

10.6. Niech ¢ bedzie przeksztalceniem samosprzezonym przestrzeni euklidesowej R™. Pokazac, ze
a) funkcja f(z) = (¢(a), a) osiaga minimum na sferze jednostkowej

b) jezeli A1 jest minimum funkcji f na sferze jednostkowej przyjmowanym w punkcie ai, to aj jest
wektorem wlasnym o wartosci wlasnej A;.

c) pokazaé, ze przestrzen lin{ay}* jest ¢ niezmiennicza i opisana w punkcie b) procedura stosowana, in-
dukcyjnie prowadzi do znalezienia ciagu rosnacego wartosci wlasnych A\; < Ay < --- < )\, i odpowiadaja-
cych im wektorow wlasnych.

10.7. Operator A € End(C?) jest zadany macierza,

442i 5+44i
4+ 3i 2
Przedstawi¢ A jako zlozenie BP operatora samosprezonego dodatnio-okreslonego P i unitarnego B.

(To jest zadanie na rozklad biegunowy.)

10.8. Udowodnié, ze przeksztalcenia samosprzezone ¢ i 1 przestrzeni euklidesowej sa przemienne
(tzn. ¢ = Y¢) wtedy i tylko wtedy, gdy posiadaja wspélng ortonormalng baze wektoréw whasnych.



10.9. Znalezé wspdlna baze ortonormalna (wzgledem standardowego iloczynu skalarnego w R*) ztozona,
z wektoréw wilasnych macierzy:

0100 00 01
1000 0010
0 001 0100
0010 1 010

10.10. Niech ¢ bedzie przeksztalceniem samosprzezonym przestrzeni euklidesowej takim, ze (p(a), o) >
0 dla dowolnego o € R™. Pokazaé, ze:
a) jezeli dla pewnego wektora ag, (¢(ap), ) = 0, to p(ap) = 0;
b) jesli dla kazdego t € R i dowolnego 3, (¢(ag + t8),ap +tB3) > 0, to (p(ag),5) = 0.
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10.11. Zadanie 10.3.a

oo (tA)™
n=0 n!

10.12. Jesli A jest operatorem samosprzezony, to exp(iAd) = > jest unitarny. Jesli B jest

unitarny, to istnieje samosprzezony A, taki, ze B = exp(iA).

10.13. Niech A € U(n). Wykazaé, dla kazdej liczby naturalnej k istnieje wielomian f (by¢ moze
zalezny od A) taki, ze (f(A))F = A.

4 -2 2
10.14. Znalezé rozklad biegunowy macierzy | 4 4 —1
-2 4 2

10.15. Niech A bedzie operatorem dodatnio okre$lonym, a B operatorem poétdodatnio okreslonym.
Udowodnié ze wartosci wlasne AB sa rzeczywiste. (Uwaga: nie zakladamy, ze AB = BA.)

11 Kwaterniony

11.1. Udowodnié, ze jesli a i b sa liczbami calkowitymi bedacymi sumami czterech kwadratow liczb
calkowitych, to iloczcyn ab tez jest suma czterech kwadratow.

11.2. Udowodnié, ze wszystkie elementy h € H speniajace h? = —1 sa sprzezone, tzn jesli g2 = h? =
—1, to istnieje element k € H, taki, ze khk~! = g.

11.3. Opisa¢ wszystkie sposoby na jakie mozna zanurzy¢ C w H z zachowaniem dziatan?

11.4. Utozsamiajac kwaterniony z macierzami wykazaé, ze iloczyn skalarny w kwaternionach jest
réwny (z,y) = Tr(zy™).
(a) ¢ — 00 oraz oo+ ¢,
(b) i u = (x) leza na promieniu wychodzacym z c,
(©) Il — ell (@) — el = 12, )
Korzystajac z identyfikacji R? z im(H) przedstawié¢ odbicia wzgledem plaszczyzn i inwersje wzgladem
sfer za pmomoc¢ mnozenia kwaternionowego.

11.5. Wykaza¢, ze odwzorowanie SLo(C) — SO™(1,3) opisane w notatkach do wyktadu (9.6) jest
,,na’.
Wsk: Wykazaé, ze kazdy elemen SO™(1,3) mozna predstawi¢ jako ABC, gdize A,C € SU(2), B €

SO*(1,1).
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