
GAL z F 2017

http://www.mimuw.edu.pl/∼aweber/zadania/gal2017gw/

Wersja 2.6.2017

1 Przestrzenie rzutowe

Patrz osobny plik
http://www.mimuw.edu.pl/∼aweber/zadania/gal2017gw/Przestrzenie rzutowe-zadania.pdf .
Do zrobienia na ćwiczeniach: zadania 53.3, 53.4, 53.14, 53.16.

2 Formy dwuliniowe

2.1. Wyznaczyć macierz formy dwuliniowej na R3 w bazie e′i gdy dana jest macierz w bazie standar-
dowej

a)

1, 2, 3
3, 1, 4
5, 1, 6

 e′1 = e1 + e2, e
′
2 = e1 − e2, e′3 = 2e1 + e2 + e3.

b)

1, 2, 2
2, 5, 6
2, 6, 9

 e′1 = e1 − e2, e′2 = e1 + 2e2, e
′
3 = e1 + e2 − e3.

Definicja Podprzestrzeń W ⊂ V nazywamy ca lkowicie zdegenerowana
↪
(ze wzgle

↪
du na forme

↪
symetryczna

↪

φ), jeżeli φ|W×W
jest forma

↪
zerowa

↪
.

Wektor v nazywa sie
↪

izotropowy (ze wzgle
↪
du na forme

↪
symetryczna

↪
φ) gdy φ(v, v) = 0.

2.2. W przestrzeni W macierzy 2×2 o wspó lczynnikach rzeczywistych rozpatrujemy forme
↪
dwuliniowa

↪

φ(A,B) = tr(AB). Sprawdzić, czy ta forma zadaje izomorfizm W z W ∗. Znaleźć W⊥ i stożek wektorów
izotropowych. Znaleźć najwie

↪
kszy wymiar podprzestrzeni ca lkowicie zdegenerowanej.

Definicja Przetrzeń ortogonalna (V, φ) to przestrzeń liniowa V wraz z ustalona
↪

symetryczna
↪

forma
↪

dwuliniowa
↪
φ : V × V → K.

Definicja Przestrzeń ortogonalna z iloczynem zadanym w pewnej bazie przez macierz[
0 1
1 0

]
nazywa sie

↪
p laszczyzna

↪
hiperboliczna

↪
.

2.3. Udowodnić, że p laszczyzna hiperboliczna zawiera wektor α, taki że lin{α}⊥ = lin{α}.

2.4. Dla niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej (V, φ) nad cia lem charakterystyki różnej od 2
naste

↪
puja

↪
ce warunki sa

↪
równoważne:

a) (V, φ) jest suma
↪
ortogonalna

↪
p laszczyzn hiperbolicznych

b) istnieje podprzestrzeń W ⊂ V , taka, że W⊥ = W

c) w pewnej bazie macierz φ ma postać: [
0 I
I 0

]
,

gdzie I jest macierza
↪
identyczności

d) V = W1 ⊕W2, gdzie W1 i W2 sa
↪
ca lkowicie zdegenerowane.
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2.5. Rozpatruja
↪
c przestrzeń ortogonalna

↪
nad R o macierzy:

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


wykazać, że p laszczyzny hiperboliczne o których mowa w a) zadaniu powyszym nie sa

↪
wyznaczone

jednoznacznie.
W powyższym zadaniu b) przestrzeń W nie jest wyznaczona jednoznacznie.

2.6. Niech (V, φ) be
↪
dzie rzeczywista

↪
przestrzenia

↪
dwuliniowa

↪
wymiaru 2n. Niech V be

↪
dzie suma

↪

ortogonalna
↪
n-wymiarowych podprzestrzeni V+ i V− takich, że φ jest dodatnio określona na V+ i

ujemnie określona na V−. Udowodnić, że:

a) Każda podprzestrzeń (V, φ) ca lkowicie zdegenerowana ma wymiar nie wie
↪
kszy niż n;

b) Istnieje podprzestrzeń (V, φ) ca lkowicie zdegenerowana wymiaru n;

c) Każda podprzestrzeń ca lkowicie zdegenerowana jest zawarta w n wymiarowej podprzestrzeni ca lkowicie
zdegenerowanej.

2.7. W przestrzeni ortogonalnej (R4, φ), gdzie φ w bazie standardowej jest zadane przez macierz:
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 1 −1
0 1 −1 1


a) znaleźć baze

↪
prostopad la

↪
tej przestrzeni ortogonalnej.

b) znaleźć W⊥, gdzie W jest podprzestrzenia
↪
zadana

↪
przez uk lad równań:

x2 = 0
x1 + x3 = 0

Czy R4 = W ⊕W⊥? Czy (W,φ|W×W ) jest przestrzenia
↪
ortogonalna

↪
niezdegenerowana

↪
?

c) znaleźć stożek wektorów izotropowych.

2.8. Dana jest przestrzeń ortogonalna (R3, φ), gdzie φ w bazie standardowej jest zadane przez macierz:1 1 0
1 a 1
0 1 2


a) dla jakich wartości parametru a, φ jest dodatnio określona?

b) dla a = 2 zastosować ortogonalizacje
↪
Gramma Schmidta i znaleźć baze

↪
ortonormalna

↪
(R3, φ).

2.9. Niech (V, φ) be
↪
dzie niezdegenerowana

↪
przestrzenia

↪
ortogonalna

↪
, niech φ : V −→ V ∗ be

↪
dzie izomor-

fizmem wyznaczonym przez φ. Pokazać, że jeśli α1, .., αn jest baza
↪
V , taka

↪
że α1, .., αk jest baza

↪
W ⊆ V ,

to φ−1(α∗k+1), .., φ
−1(α∗n) jest baza

↪
W⊥.

2.10. Udowodnić twierdzenie Witta: Niech V be
↪
dzie niezdegenerowana

↪
przestrzenia

↪
ortogonalna

↪
, a

U,W ⊂ V jej podprzestrzeniami. Wówczas dla dowolnego izomorfizmu ortogonalnego f : U → W
istnieje izomorfizm ortogonalny f ′ : V → V , taki że f ′|U = f .
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3 Formy kwadratowe, kwadryki afinicznie

3.1. Znaleźć takie wspó lrze
↪
dne R2, że forma x21 − 2x1x2 + 4x22 ma postać −4u1u2.

3.2. Znaleźć przekszta lcenie liniowe, które forme
↪
rzeczywista

↪
sprowadza do postaci kanonicznej:

a) x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1

b) x21 + 5x22 − 4x23 + 2x1x2 − 4x1x3

3.3. Opisać typ kwadryki i znaleźć jej środek symetrii (jeśli istnieje)
x21 − 2x22 + x23 + 6x2x3 − 4x1x3 − 8x1 = 0

3.4. Znaleźć rodziny prostych pokrywaja
↪
ce powierzchnie

↪

a) hiperboloida jednopowlokowa x2 + y2 − z2 = 1,
b) paraboloida hiperboloczna x2 − y2 = 2z.

Zadania do domu pisemnie na 4.05

Zadania: 2.7, 3.2

D1. Dana jest przestrzeń liniowa z dwuliniowa
↪
forma

↪
symetryczna

↪
(V, φ) , W ⊂ V . Pokazać, że

dimW + dimW⊥ = dimV + dim(V ⊥ ∩W ) .

Definicja Forma (V, φ) nad Z2 nazywa sie
↪
parzysta, jeżeli dla każdego v ∈ V , φ(v, v) = 0, a nieparzysta

wtedy i tylko wtedy gdy istnieje v, dla którego φ(v, v) = 1.

D2 Rozważamy formy symetryczne nad Z2. Niech 11 = (Z2, ξ) oznacza forme
↪

jednowymiarowa
↪

nad
Z2, ξ(x, y) = xy. Niech H = (Z2

2, η) oznacza p laszczyzne
↪
hiperboliczna

↪
.

a) Pokazać, że 11
⊥
⊕ 11

⊥
⊕ 11 jest izomorficzna z 11

⊥
⊕ H.

b) Pokazać, że każda forma jest suma
↪
ortogonalna

↪
11
⊥
⊕ 11

⊥
⊕ . . .

⊥
⊕ 11

⊥
⊕ V , gdzie V jest forma

↪
parzysta

↪
.

Pokazać, że V jest suma
↪

prostopad la
↪

p laszczyzn hiperbolicznych i formy zerowej. Wynika z tego, że

każda forma nad Z2 jest izometryczna z jedna z: Hm ⊥
⊕ 0n, 11

⊥
⊕ Hn ⊥⊕ 0n, 11

⊥
⊕ 11

⊥
⊕ Hm ⊥

⊕ 0n. Pokazać,
że żadane dwie z powyższych nie sa

↪
izometryczne.

4 Przekszta lcenia zachowuja
↪
ce forme

↪
dwuliniowa

↪

4.1. Niech (V, φ) be
↪
dzie przestrzenia

↪
ortogonalna

↪
, Niech V = W⊕W⊥. Pokazać, że symetria wzgle

↪
dem

W wzd luż W⊥ jest przekszta lceniem ortogonalnym.

4.2. Pokazać, że każde przekszta lcenie ortogonalne niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej jest
izomorfizmem liniowym.

4.3. Pokazać, że jeżeli (V, φ) przestrzenia
↪
ortogonalna

↪
, oraz φ(α, α) = φ(β, β) 6= 0, to istnieje symetria

ortogonalna f : V −→ V , taka że f(α) = β.

4.4. Pokazać, że każde przekszta lcenie ortogonalne niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej jest
izomorfizmem liniowym.

4.5. Pokazać, że każde przekszta lcenie ortogonalne niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej wymi-
aru n jest z lożeniem co najwyżej n symetrii prostopad lych.

4.6. Pokazać, że dla przekszta lcenia ortogonalnego niezdegenerowanej przestrzeni ortogonalnej, jeśli
W jest podprzestrzenia

↪
niezmiennicza

↪
, to W⊥ jest także podprzestrzenia

↪
niezmiennicza

↪
.

4.7. Niech (V, φ) be
↪
dzie przestrzenia

↪
ortogonalna

↪
, Pokazać,że jeżeli V = V ⊥⊕W , to rzut ortogonalny

na W jest przekszta lceniem ortogonalnym. Pokazać, że jeżeli V = W ⊕ W⊥ i rzut ortogonalny na
podprzestrzeń W jest przekszta lceniem ortogonalnym, to W⊥ ⊆ V ⊥.
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5 Przestrzenie z iloczynem skalarnym

5.1. Niech W ⊂ Rn be
↪
dzie k wymiarowa

↪
podprzestrzenia

↪
przestrzeni euklidesowej Rn ze standard-

owym iloczynem skalarnym. Niech A,B ∈ M(n×k(R) beda
↪

macierzami, których kolumny sa
↪

ortonor-

malnym bazami W . Pokazać, że AAT = BBT .

5.2. Zastosować metode
↪

ortogonalizacji Gramma-Schmidta do bazy 1, X,X2, .., Xn w przestrzeni

wielomianów stopnia ≤ n z iloczynem skalarnym (f, g) =
+1∫
−1
f(x)g(x)dx.

5.3. Rozpatrujemy przestrzeń euklidesowa
↪
R4 ze standardowym iloczynem skalarnym. Zastosować

metode
↪
ortonormalizacji Gramma-Schmidta, aby otrzymać ortonormalna

↪
baze

↪
podprzestrzeni

lin{(1, 1,−1,−2), (5, 8,−2,−3), (3, 9, 3, 8)}.

5.4. Pokazać, że jeśli w liniowej przestrzeni euklidesowej α1, . . . , αn jest baza
↪

ortonormalna
↪

zaś

β1, . . . , βn jest uk ladem wektorów takim, że
∑i=n

i=1 ‖βi‖2 < 1, to uk lad α1 + β1, . . . , αn + βn jest liniowo
niezależny.

5.5. a) Wykazać że forma 2-liniowa φ(A,B) = −Tr(AB) jest iloczynem skalarnym na przestrzeni
liniowej antysymetrycznych macierzy n× n.
b) Niech C ∈ O(n). Wykazać, że jeśli A jest macierza

↪
antysymetryczna

↪
, to CAC−1 też jest macierza

↪

antysymetryczna
↪
. Ponadto A 7→ CAC−1 jest izometria

↪
przestzreni macierzy antysymetrycznych ze

wzgle
↪
du na forme

↪
φ.

5.6. W przestrzeni Mn×n(R) z iloczynem skalarnym 〈A,B〉 = Tr(ABT ) znaleźć, podaja
↪
c jej baze

↪
lub

opisuja
↪
cy ja

↪
uk lad równań, podprzestrzeń prostopad la

↪
do podprzestrzeni z lożonej z macierzy o śladzie

równym 0.

5.7. Pokazać, że wyznacznik Gramma spe lnia nierówność:

G(α1, .., α2, β1, .., βl) ≤ G(α1, .., αk)G(β1, .., βl)

przy czym równość zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy (αi, βj) = 0 dla dowolnych 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l
lub conajmniej jeden z uk ladów α1, .., αk, β1, .., βl jest liniowo zależny.

6 Izometrie liniowe przestrzeni z iloczynem skalarnym

6.1. Udowodnić, że przekszta lcenie ortogonalne p laszczyzny euklidesowej jeśli zachowuje orientacje
↪
,

to jest obrotem, a jeśli ja
↪
zmienia to jest symetria

↪
wzgle

↪
dem prostej.

6.2. Przekszta lcenie przestrzeni euklidesowej zadane jest, w kanonicznej bazie ortonormalnej e1, e2, e3
macierza

↪
:

1

3

 2 −1 2
2 2 −1
−1 2 2

 .

Przedstawić to przekszta lcenie w postaci z lożenia co najwyżej trzech symetrii prostopad lych wzgle
↪
dem

p laszczyzn.

6.3. Udowodnić, że z lożenie dowolnej liczby obrotów przestrzeni liniowej euklidesowej trójwymiarowej
jest obrotem.

6.4. Rozpatrujemy R4 ze standardowym iloczynem skalarnym. Znaleźć macierz w bazie standardowej i
wzór analityczny opisuja

↪
cy rzut prostopad ly na podprzestrzeńW = lin{(1, 1, 1, 1), (1, 2, 2,−1), (1, 0, 0, 3)}.

6.5. Przekszta lcenie ortogonalne f : R4 −→ R4 przestrzeni euklidesowej ze standardowym iloczynem
skalarnym ma w standardowej bazie ortonormalnej macierz:

1

2


1 1 1 1
1 1 −1 −1
−1 1 −1 1
−1 1 1 −1
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Znaleźć baze
↪
ortonormalna

↪
, w której przekszta lcenie f ma forme

↪
kanoniczna

↪
. Znaleźć te

↪
forme

↪
.

————————–

Zadania domowe na 15 maja 2017

6.6. Znalezć warunki konieczne i dostateczne na to, by by zbiór liczb dodatnich {aij : 0 ≥ j ≥ n, i > j}
by l

a) zbiorem odleg lości wszystkich możliwych par wierzcho lków n wymiarowego sympleksu w przestrzeni
euklidesowej Rn,

b) zbiorem odleg lości wszystkich możliwych par punktów pewnego zbioru n + 1 punktów przestrzeni
euklidesowej Rn (to znaczy nie zak ladamy tak jak w a), że punkty sa

↪
w po lożeniu ogólnym).

6.7. Niech A ∈M3×3(R) be
↪
dzie macierza

↪
ortogonalna

↪
i detA = 1. Pokazać, że

1. (trA)2 − trA2 = 2 trA

2. ((
∑3

i=1 aii)− 1)2 +
∑

1≤i<j≤3(aij − aji)2 = 4

6.8. Pokazać,że jeżeli w(λ) jest wielomianem charakterystycznym n × n macierzy ortogonalnej A.
Pokazać, że λnw(λ−1) = ±w(λ).

6.9. Zadanie 6.5

7 Afiniczne przestrzenie euklidesowe

Definicja W afinicznej przestrzeni euklidesowej (E,ω) odleg lościa
↪
punktu x0 od podprzestrzeni afinicznej

H = y0 + S(H) nazywamy minimum d lugości wektora ω(x0, y), gdzie y ∈ H.

7.1. Udowodnić, że odleg lość punktu x0 od podprzestrzeni afinicznej H = y0 + S(H) jest równa
d lugości rzutu prostopad lego wektora ω(x0, y0) na S(H)⊥.

7.2. Udowodnić, że odleg lość d(x0, H) punktu x0 od podprzestrzeni afinicznej H = y0 + S(H), gdzie
S(H) = lin{α1, .., αk}, można wyrazić przy pomocy wyznacznika Gramma G:

(d(x0, H))2 =
G(α1, α2, .., αk, ω(x0, y0))

G(α1, α2, .., αk)
,

7.3. W afinicznej przestrzeni euklidesowej R4 ze standardowym iloczynem skalarnym znaleźć (na dwa
sposoby) odleg lość punktu (4, 2,−5, 1) od podprzestrzeni opisanej przez uk lad równań:

2x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 9
2x1 − 4x2 + 2x3 + 3x4 = 12.

7.4. W przestrzeni afinicznej euklidesowej R4 ze standardowym iloczynem skalarnym znaleźć odleg lość
punktu (2, 4,−4, 2) od podprzestrzeni danej przez uk lad równań:

x1 + 2x2 + x3 − x4 = 1
x1 + 3x2 + x3 − 3x4 = 2

7.5. W afinicznej przestrzeni euklidesowej R4 ze standardowym iloczynem skalarnym znaleźć miejsce
geometryczne punktów, przez które można przeprowadzić prosta

↪
prostopad la do p laszczyzn P1 i P2 i

maja
↪
ca

↪
z nimi niepuste przecie

↪
cie.

P1 : [1, 2,−1m− 9,−13] + lin{(2, 3, 7, 10, 13), (3, 5, 11, 16, 21)}

P2 :
3x1 − 5x2 + 2x3 − x4 + x5 = −22
2x1 + 4x2 + 3x3 − x4 − 3x5 = −4
9x1 + 3x2 + x3 − 2x4 − 3x5 = −138

Znaleźć odleg lość P1 od P2. podpprzestrzeń wymiaru dim S(P1) ∩ S(P2)
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7.6. W przestrzeni afinicznej euklidesowej R4 dane sa
↪

proste L = {[0, 7, 1, 2] + t(0, 1,−1, 0)} oraz
K = {[1, 1, 1, 1] + t(1, 0, 0,−1)}. Znaleźć p laszczyzne

↪
przechodza

↪
ca

↪
przez punkt [4, 1, 3, 1], która jest

prostopad la do L i nie przecina K.

7.7. Niech H i K beda
↪

podprzestrzeniami euklidesowej przestrzeni afinicznej E i niech H ∩K = ∅.
Pokazać,że istnieje prosta L taka, że L ⊥ H, L ⊥ K, i L ma punkty wspólne z H i z K.

8 Przekszta lcenia afiniczne przestrzeni euklidesowej

8.1. Pokazać, że jeżeli przekszta lcenie ortogonalne afinicznej przestrzeni euklidesowej ma dwie niezmi-
ennicze podprzestrzenie afiniczne skośne, to ma punkt sta ly.

8.2. Znaleźć wzór na symetrie
↪

prostoka
↪
tna

↪
euklidesowej przestrzeni R4 ze standardowym iloczynem

skalarnym wzgle
↪
dem lin{β1, β2}, gdzie β1 = [1, 1,−1,−2], β2 = [5, 8,−2,−3].

8.3. Niech w przestrzeni afinicznej euklidesowej R3 ze standardowym iloczynem skalarnym hiperp laszczyzny
P i Q be

↪
da

↪
dane równaniami: P = {x1 + 2x2 − 3x3 = 6}, Q = {x1 + x2 + x3 = 3}. Znaleźć równania

opisuja
↪
ce obraz p laszczyzny Q przy

a) rzucie prostopad lym na p laszczyzne
↪
P .

b) symetrii prostopad lej wzgle
↪
dem p laszczyzny P .

9 Kwadryki w przestrzeni euklidesowej

9.1. Znaleźć oś symetrii paraboli x2 + 4xy + 4y2 + 8x+ y = 8.

9.2. Dany jest stożek x2 + y2 = z2. Opisać wszystkie możliwe przekroje stożka p laszczyzna
↪
.

9.3. Znaleźć osie kwadryki 4x1x2 + 3x22 + 3x23 + 4x1x3 − 2x2x3 = 1.

Do domu na 29 maja: Prosze
↪
zrobić zadania 7.7, 8.3, 9.3 oraz:

9.4. Dane sa symetryczne macierze rzeczywiste A i B. Za lóżmy, że A, B oraz A − B sa
↪

dodatnio
określone. Udowodnić, że jeśli AB = BA to det(A) > det(B). Czy za lożenie AB = BA jest konieczne?

10 Przekszta lcenia samosprze
↪
żone

Zadania maja
↪
ce na celu lepsze wyjaśnienie definicji

10.0a Niech φ be
↪
dzie iloczynem skalarnym w przestrzeni skończonego wymiaru. Oznaczmy przez

φ̃ : V → V ∗ izomorfizm zadany przez φ:
α 7→ (α,−) .

Niech f : V → V dowolnym przekszta lceniem liniowym przestrzeni euklidesowej V . Niech f∗ : V ∗ → V ∗

be
↪
dzie przekszta lceniem sprze

↪
żonym (w sensie I semestru GALu). Niech f ] = φ̃−1 ◦ f∗ ◦ φ̃. Pokazać, że

f ] jest przekszta lceniem sprze
↪
żonym do f w sensie iloczynu skalarnego, tzn

∀α, β ∈ V (f(α), β) = (α, f ](β)) .

Jak to jest z przestrzeniami zespolonymi z iloczynem hermitowskim?

10.0b Pokazać, że jeżeli ϕ ∈ End(V ) jest dodatnio określony, to ϕ jest automorfizmem i µ(α, β) =
φ(ϕ(α), β) jest iloczynem skalarnym. Pokazać, że jeżeli µ jest iloczynem skalarnym na V , to istnieje
dodatnio określony automorfizm ϕ, dla którego µ(α, β) = φ(ϕ(α), β).

Definicja: Niech (V, φ) be
↪
dzie skończenie wymiarowa

↪
przestrzenia

↪
z iloczynem skalarnym. Powiemy,

że ϕ ∈ End(V ) jest dodatnio określony wtedy i tylko wtedy, gdy jest samosprze
↪
żony wzgle

↪
dem φ oraz

dla każdego 0 6= α ∈ V , φ(ϕ(α), α) > 0.
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Pokazać, że ϕ ∈ End(V ) jest dodatnio określony wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje automorfizm
ψ ∈ Aut(V ), taki że ϕ = ψ∗ψ, gdzie ψ∗(α) jest automorfizmem spe lniajacym warunek φ(ψ(α), β) =
φ(α,ψ∗(β)).

10.0c Niech (V, φ) be
↪
dzie przestrzenia

↪
liniowa

↪
z iloczynem skalarnym/hermitowskim, zadanym w

pewnej bazie α1, .., αn przez macierz U . Niech φ : V −→ V be
↪
dzie przekszta lceniem liniowym, które w

bazie α1, .., αn ma macierz A. Znaleźć macierz przekszta lcenia sprze
↪
żonego.

W laściwe zadania

10.1. Niech φ be
↪
dzie przekszta lceniem samosprze

↪
żonym. Wykazać, że ker φ ⊥ imφ oraz ker φ i imφ

rozpinaja
↪
ca la

↪
przestrzeń (ortogonalna suma prosta).

10.2. W przestrzeni euklidesowej R3 iloczyn skalarny w bazie standardowej jest zadany przez macierz: 2 −1 0
−1 2 −1

0 −1 1


Spawdzić czy czy przekszta lcenie φ(x1, x2, x3) = (x1 + 2x2 − 3x3, 2x1 − 3x2 + x3, 3x1 + 2x2 − x3) jest
samosprze

↪
żone.

10.3. Niech przekszta lcenie samosprze
↪
żone φ przestrzeni euklidesowej be

↪
dzie dane w pewnej bazie

ortonormalnej przez macierz A. Znaleźć ortonormalna
↪

baze
↪

wektorów w lasnych φ oraz macierz φ w
tej bazie. (Uwaga: Sformu lowanie to jest równoważne sformu lowaniu: znaleźć macierz ortogonalna

↪
B

taka
↪
, że BTAB jest macierza

↪
diagonalna

↪
. Baza, lub równoważnie macierz B, nie musi być wyznaczona

jednoznacznie).

a) A =

17 −8 4
−8 17 −4

4 −4 11

 b) A =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


10.4. Niech f : Rn −→ Rn be

↪
dzie przekszta lceniem przestrzeni euklidesowej, takim że f jest samo-

sprze
↪
żone i ortogonalne. Pokazać, że f jest symetria

↪
wzgle

↪
dem pewnej podprzestrzeni wzd luż pod-

przestrzeni do niej prostopad lej.

10.5. !!! Dane 0 < k < n. Niech A ∈ End(Rn) zachowuje obje
↪
tość równoleg lościanów k-wymiarowych.

Pokazać, że A jest izometria
↪
.

10.6. Niech ϕ be
↪
dzie przekszta lceniem samosprze

↪
żonym przestrzeni euklidesowej Rn. Pokazać, że

a) funkcja f(x) = (ϕ(α), α) osia
↪
ga minimum na sferze jednostkowej

b) jeżeli λ1 jest minimum funkcji f na sferze jednostkowej przyjmowanym w punkcie α1, to α1 jest
wektorem w lasnym o wartości w lasnej λ1.

c) pokazać, że przestrzeń lin{α1}⊥ jest ϕ niezmiennicza i opisana w punkcie b) procedura stosowana in-
dukcyjnie prowadzi do znalezienia cia

↪
gu rosna

↪
cego wartości w lasnych λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn i odpowiadaja

↪
-

cych im wektorów w lasnych.

10.7. Operator A ∈ End(C2) jest zadany macierza
↪(

4 + 2i 5 + 4i
4 + 3i 2

)
Przedstawić A jako z lożenie BP operatora samospre

↪
żonego dodatnio-określonego P i unitarnego B.

(To jest zadanie na rozk lad biegunowy.)

10.8. Udowodnić, że przekszta lcenia samosprze
↪
żone φ i ψ przestrzeni euklidesowej sa

↪
przemienne

(tzn. φψ = ψφ) wtedy i tylko wtedy, gdy posiadaja
↪
wspólna

↪
ortonormalna

↪
baze

↪
wektorów w lasnych.
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10.9. Znaleźć wspólna
↪
baze

↪
ortonormalna

↪
(wzgle

↪
dem standardowego iloczynu skalarnego w R4) z lożona

↪

z wektorów w lasnych macierzy: 
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 1 0


10.10. Niech ϕ be

↪
dzie przekszta lceniem samosprze

↪
żonym przestrzeni euklidesowej takim, że (ϕ(α), α) ≥

0 dla dowolnego α ∈ Rn. Pokazać, że:
a) jeżeli dla pewnego wektora α0, (ϕ(α0), α0) = 0, to ϕ(α0) = 0;
b) jeśli dla każdego t ∈ R i dowolnego β, (ϕ(α0 + tβ), α0 + tβ) ≥ 0, to (ϕ(α0), β) = 0.

DO DOMU NA 5 CZERWCA pisemnie

10.11. Zadanie 10.3.a

10.12. Jeśli A jest operatorem samosprze
↪
żony, to exp(iA) =

∑∞
n=0

(iA)n

n! jest unitarny. Jeśli B jest
unitarny, to istnieje samosprze

↪
żony A, taki, że B = exp(iA).

10.13. Niech A ∈ U(n). Wykazać, dla każdej liczby naturalnej k istnieje wielomian f (być może
zależny od A) taki, że (f(A))k = A.

10.14. Zna leźć rozk lad biegunowy macierzy

 4 −2 2
4 4 −1
−2 4 2

.

10.15. Niech A be
↪
dzie operatorem dodatnio określonym, a B operatorem pó ldodatnio określonym.

Udowodnić że wartości w lasne AB sa
↪
rzeczywiste. (Uwaga: nie zak ladamy, że AB = BA.)

11 Kwaterniony

11.1. Udowodnić, że jeśli a i b sa
↪

liczbami ca lkowitymi be
↪
da

↪
cymi sumami czterech kwadratów liczb

ca lkowitych, to iloczcyn ab też jest suma
↪
czterech kwadratów.

11.2. Udowodnić, że wszystkie elementy h ∈ H speniaja
↪
ce h2 = −1 sa

↪
sprze

↪
żone, tzn jeśli g2 = h2 =

−1, to istnieje element k ∈ H, taki, że khk−1 = g.

11.3. Opisać wszystkie sposoby na jakie można zanurzyć C w H z zachowaniem dzia lań?

11.4. Utożsamiaja
↪
c kwaterniony z macierzami wykazać, że iloczyn skalarny w kwaternionach jest

równy (x, y) = Tr(xy∗).
(a) c 7→ ∞ oraz ∞ 7→ c,
(b) x i µ = (x) leża

↪
na promieniu wychodza

↪
cym z c,

(c) ||x− c|| ||µ(x)− c|| = r2. )
Korzystaja

↪
c z identyfikacji R3 z im(H) przedstawić odbicia wzg ledem p laszczyzn i inwersje wzgla

↪
dem

sfer za pmomocć mnożenia kwaternionowego.

11.5. Wykazać, że odwzorowanie SL2(C) → SO+(1, 3) opisane w notatkach do wyk ladu (9.6) jest
,,na”.
Wsk: Wykazać, że każdy elemen SO+(1, 3) można predstawić jako ABC, gdize A,C ∈ SU(2), B ∈
SO+(1, 1).
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