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Wersja 7.4.2017
Zadania zrobione w grupie 1 sa oznaczone przez # .

Zadania polecane w grupie 1 sa oznaczone przez < .

Zadania zadane pisemnie do domu (w obu grupach) sa oznaczone przez .

1 Zadania kategoryjne

1.1. Kategoryjna definijcja produktu: Jesli V' wraz z przeksztalceniami 7, mo spelia warunek dla dowolnej
przestrzeni U oraz przeksztatceri ¢;, ¢; istnieje dok:ladnie jedno przeksztatcenie 1, takie, ze ¢; = mitp dlai = 1,2

P
X

Vi ET 7

V¢y1\ 7 /Vqﬁz

wtedy V >~V x V.
1.2. Definicje (zewnetrznej) sumy prostej (koproduktu):

AN

Vi e Vh

V¢>1\\J\i/v2
Z

Pokazaé, ze w Swiecie przestrzeni liniowych zewnetrzna suma prosta jest izomorficzna z Vi x Vs, ale tak nie jest
w Swiecie zbioréw.

1.3. Dane obiekty A; dla ¢ € I.

e Obiekt S wraz z odwzorowaniami ¢; : A; — S nazywamy koproduktem rodziny {A4;};c; gdy dla dowolnego
obiektu C oraz morfizméw f; : A; — C istnieje dokladnie jeden morfizm f : S — C taki, ze f; = fi; dla kazdego
1€1.
e Obiekt P wraz z odwzorowaniami m; : P — A; nazywamy produktem rodziny {A4;};c; gdy dla dowolnego
obiektu C oraz morfizmoéw f; : C' — A; istnieje dokladnie jeden morfizm f : C' — P taki, ze f; = m;f dla kazdego
1e€1.

a) Wykazaé, ze produkty i koprodukty skonczonych rodzin sa izomorficzne w kategorii przestrzeni wektorowych.

b) Wykazaé, ze produkty i koprodukty nieskoniczonych rodzin naogdl nie sa izomorficzne w kategorii przestrzeni
wektorowych.

c¢) Jak to jest w kategorii zbioréw.

1.4. Rozwazamy kategrie zbiorow lub kategorie przestrzeni liniowych.
Niech ¢1,¢2 : V. — W beda morfizmami. Kojadro réznicowe coeq(¢1, ¢2) definiujemy jako przeksztacenie
m: W — @Q, takie, ze w1 = wepo, ktore jest uniwersalnym przeksztalceniem o tej wltasnoéci, tzn dla dowolnego
przeksztalcenia 7 : W — Z takiego, ze T¢1 = T¢o istnieje odwzorowanie 7 : Q — Z spelniajace 7 = 7.
Wykazaé, ze kojadro réznicowe dowolnych dwoch morfizméw istnieje.
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2  Wyznaczniki

2.1. Niech macierz A bedzie kwadratowa macierza antysymetryczna, tzn A7 = —A. Wykazaé, ze det(A) jest
kwadratem.
Doktadniej: niech A = {a;;}ij=12,.. n, aij = —a;;. Wykazaé, ze istnieje wielomian P(a) zalezny od zmiennych

a={a;;|1<i<j<n} taki, ze det(A) = P(a)?®. (Wskazéwka: pokazaé, ze P(a) jest elementem ciata funkcji

wymiernych K(a).)

2.2. Liczby Bernouliego dane sa wzorem

51 0 0 0

5 31 0 0

B,=(-1)"2n)| & & & 1 0
1 1 1 1 1

2n+1)!  (2n)! (2n-1)! (2n—2)! 2!

Niech b; beda wspdlczynnikami rozwiniecia Taylora

X
o = Lt bbb bt

Wykazaé, ze by = _%, ban+1 = 0 dla n > 0, oraz by, = %Bn.

2.3. Udowodnié

5 1 0 0 0
it 3 1 0 0
B,=-(2n)!| 3 2 . 1 0
2n—1 1 1 1 1
@2n+D)!  (2n—1)! (2n=3)! (2n-5)! -~ 3!
2.4. Udowodnié
n ) 0 0 0
& @ 7 0 0
B.=2Cn| & & & 4 0
n 1 1 1 1
2n+2) (2n)! (2n—=2)! (2n—4)! A1




Wsk. Niech ¢, = byy,:

1 2 3
(1—2x+clx2+02x4+03x6+...> (1—1—;—1—;4—2!4—...) =1.

Przyréwnaé wspolczynniki przy potegach x do 0.

2.5. © Niech Cl(n) bedzie zbiorem funkcji wielomianowych na przestrzeni macierzy kwadratowych n x n, ktére

przyjmuja, te same wartosci na macierzach podobnych (tzw. funkcje klas). Oznaczmy przez Sym/(x1,xa, ..., %)
zbiér wielomiandéw symetrycznych zmiennych 1, za, . .., z,. Niech D(x1, x9, ..., x,) oznacza macierz diagonalna,
o wyrazach x1,xo,...,x,. Wykazaé, ze przekszta lcenie

Cl(n) = Sym(x1,z2,...,Ty)
= f(D(x1,z2,...,2,))
jest izomorfizmem.
Wskazowka: Pokazaé, ze Sym(x1,x9,...,x,) = Klo1,09,...,04,], gdzie

O1=Ti, 02=D),;TiTj, 03=7 i TiljTh, 03 =D ;i ppTiTiTrlye,

3 Endomorfizmy

3.1. & Niech f,h € Hom(V,V). Niech fh = hf Pokazaé, ze jadro ker(f) jest podprzestrzenia niezmiennicza
endomorfizmu h.

3.2. & Pokazaé, ze ker f¥ i im f* sa niezmienniczymi podprzestrzeniami dowolnego endomorfizmu f: V — V.

3.3. Udowodni¢, ze jezeli przeksztatcenie liniowe f: V — V przestrzeni liniowej nad K ma n = dim V réznych
wartosci wlasnych i dla h: V — V zachodzi fh = hf, to istnieje baza V zlozona z wektoréow wiasnych h.

3.4. & Wykazaé¢ réwnos¢ wielomianéw charakterystycznych Wy, = Wy, dla dowolnych ¢, ¢ € End(V).

3.5. & Niech A € M, xn(K), B € Mp,xm(K), C € Myxm(K), przy czym rzad rank C = r. Pokazaé, ze jezeli
A-C=C"+B € Mpxm, to wielomiany charakterystyczne macierzy A i B maja wspdlny dzielnik stopnia 7.

3.6. & Niech U C V bedzie podprzestrzenia niezmiennicza przeksztalcenia liniowego f : V — V. Pokazaé, ze
wielomian charakterystyczny f, jest dzielnikiem wielomianu charakterystycznego f. Co wicej Wy = Wf\wa’

gdzie f: V/U — V/U jest przeksztaceniem przestrzeni ilorazowej.

3.7. & Niech f : V — V bedzie izomorfizmem przestrzeni n—wymiarowej. Wyrazi¢ wielomian charakterystyczny
Wg-1 w terminach wielomianu Wr.

3.8. & Znalez¢ wielomian charakterystyczny i zbadaé¢ diagonalizowalnosé macierzy:

0 00 0 —ap
100 0 —a
010 0 —az
0 00 1 —ap—

(Taka macierz nazywa sie cykliczna.)

3.9. (17.03) Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem charakterystyki 0. Pokazaé, ze jesli¢p: V — V
jest endomorfizmam i tr ¢ = 0, to istnieje baza A, w ktdrej macierz ¢ ma wytacznie zera na przekatne;j.

3.10. & Niech f bedzie endomorfizmem R*, zadanym wzorem f(x1, 22,23, 24) = (z2 + x3,23,0,0). Znalezé
wartosci wlasne i odpowiadajace im wektory wilasne. Czy istnieja f niezmiennicze podprzestrzenie dwuwymi-
arowe W, Y C R%, dla ktérych R* =W @ Y?



3.11. & Niech X bedzie skoniczonym niepustym zbiorem, a A C X ustalonym podzbiorem. Zbiér P(X) = Zg(
wszystkich podzbiorow jest przestrzenia liniowa nad Zs. Niech f : P(X) — P(X) bedzie endomorfizmem
fY) = ANY. Znalez¢ wartosci wlasne i odpowiadajace im podprzestrzenie wlasne. Czy endomorfizm f jest
diagonalizowalny?

3.12. Niech V bedzie przestrzenia przestrzenia linowa wielomianéw o wspotczynnikach w ciele K. Niech
¢: V — V bedzie rézniczkowaniem. Dla przeksztalcenia ¢ znalezé:
a) podprzestrzenie niezmiennicze
b) wartosci wlasne
c¢) wektory wlasne

3.13. (17.03) Niech endomorfizm f : C" — C" bedzie dany wzorem
flx1, e, .. xn) = (Tn, @1, .« o, Tp—1)

. Wykazaé, ze f jest diagonalizowalny i znalezé baze zlozona z wektoréow wiasnych.

3.14. (17.03) Wykazaé, ze jesli ¢ : V. — V jest przeksztalceniem liniowym skoriczenie wymiarowej
przestrzeni liniowej nad C takim, ze ¢™ = id dla pewnego n € N, to ¢ jest przeksztalceniem diagonalizowalnym.
Czy stwierdzenie to jest prawdziwe dla przestrzeni nad cialem liczb rzeczywistych? Czy stwierdzenie to jest
prawdziwe dla przestrzeni nad dowolnym cialem algebraicznie domknietym?

3.15. & Niech f: R? — R3? i g: C? — C? beda przeksztalceniami liniowymi, ktére w bazach standardowych
maja macierz:

0 -1 1
A=| 1 1 0
-1 01
Zbadaé, czy istnieja bazy R? i C3 odpowiednio, w ktérych przeksztalcenia f i ¢ maja macierz diagonalna,.

3.16. Zbada¢ diagonalizowalno$é¢ (nad R i C) macierzy

1 0o 2 -1
0 1 4 =2
2 -1 0 1
2 -1 -1 2

4 Rozklad Jordana

(Troche zadan rachunkowych, ©.)

4.1. & Znalezé bazy w C" w ktérych przeksztalcenie liniowe f: C" — C" ma forme Jordana (i wskazaé te
forme) jezeli w bazie standardowej ey, ..e,, przeksztalcenie ma macierz:

01 -1 1 6 -9 5 4
3 2 -3

-1 2 -1 1 7 —13 8 7
a) |4 10 —12 D111 10 g 17 11 8
36 7 11 01 1 -2 1 3

4.2. Niech f: V — V bedzie przeksztalceniem liniowym przestrzeni liniowej nad C, ktére w pewnej bazie
a1, Qio, i3 Ma macierz:

1

(1) A=10

0

0 0
0 (i) A= 0
) 1

—_ . .
S O .
[

a)# Znalez¢ baze, w ktérej macierz ta ma forme Jordana.
b) Znalez¢ wszystkie podprzestrzenie W C V niezmiennicze wzgledem f.



4.3. & Macierze A i B ponizej, maja taki sam wielomian charakterystyczny. Ustalié¢, czy sa podobne znajdujac
postaé¢ Jordana dla kazdej z nich.

6 2 -2 6 2 2
A= |-2 2 2 B=1-2 2 0
2 2 2 00 2
2 1 1 1 2 1 1 2
-1 010 -1 01 2
. ;42013 . . . . / . 1
4.4. Obliczyé¢ A , gdzie A = 0 0 2 2 lub A = 0 0 2 2 . Wynik podaé¢ w postaci C' D C
0 01 3 0O 01 3
4.5. Znalez¢ forme Jordana macierzy nad C:
111 .1 3‘0(1)(1) 88 0000 0 ao
01 1 .. 1 00 o 0 0 1 000 0 ap
a) [0 0 1 ... 1 b) c)éd (0 1 0 0 0 as
.............. 00 0 0 o 0
0 0O 1 00 0 0 0 a 00 0O 1 a,

4.6. Zatézmy, ze char(K) # 3. Niech ¢ : K* — K* bedzie przeksztalceniem zadanym w bazie standardowej
przez macierz

3 4 0 2
-1 -1 1 0
0 0 3 2
0 0 1 2

Znalez¢ baze Jordana dla ¢.

4.7. (17.03) Niech ¢ : K® — K® bedzie przeksztalceniem zadanym w bazie standardowej przez macierz

-2 1 1 0 0
1 2 -1 0 0
-2 2 1 0 0
-6 -6 5 -1 1
-2 2 2 0 -1

Zmnalez¢ baze Jordana dla ¢. OdpowiedZ uzalezni¢ od charakterystyki ciata.
4.8. & Dane jest przeksztalcenie ¢ : K7 — K’. Wiemy, ze wartosci wlasne ¢ to 1 i 2. Ponadto wiemy, ze
1) dim(ker(¢ — Id)) =2, dim(ker((¢ — Id)?)) = 4,
2) dim(ker(¢ —2Id)) =1, dim(ker((¢ — 2Id)?)) = 2.
Jakiej postaci Jordana moze by¢ macierz ¢?

4.9. Korzystajac z formy Jordana, pokazaé, ze kazda macierz nad C jest produktem dwéch macierzy symetrycz-
nych.

4.10. & Niech f : V — V i niech W C V bedzie podprzestrzenig cykliczna. Czy zawsze istnieje U C V
niezmiennicza, taka ze W @ U = V?

4.11. & Niech f: V — V bedzie przeksztalceniem liniowym skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej nad
K. Pokazac, ze istnieja niezmiennicze podprzestrzenie W i U, takie ze f,, : W — W jest przeksztalceniem
nilpotentnym, a f|, : U — U izomorfizmem, V' = U @& W. Pokaza¢, ze przestrzenie W i U sa wyznaczone
jednoznacznie.

4.12. (24.03) Niech f : V — V bedzie przeksztalceniem, ktérego macierz Jordana sklada sie z klatek
odpowiadajacym réznym wartosciom wiasnym. Pokazaé, ze istnieje baza, w ktorej macierz tego przeksztalcenia
jest cykliczna, tzn jak w zad. B3R.



4.13. & Niech K =R lub C. Pokazaé, ze kazda macierz jest podobna do swojej transponowanej.

4.14. Pokazaé, ze jezeli jedyna wartoscia wlasna macierzy A nad C jest 1, to dla kazdego k € N, k > 0 macierz
A¥ jest podobna do macierzy A.

4.15. Wielomian charakterystyczny macierzy A nad R jest réwny (A — 5)3(\ — 1)2, dimker(4 — 5I) = 2,
dimker(A — 5I)? = 4, ker(A — I) Nim(A — I) # {0}. Znalez¢ forme Jordana. Uzasadnié¢ starannie odpowiedz.

4.16. & Rozpatrzmy endomorfizm ¢ : V' — V przestrzeni liniowej V' nad cialem K.

(a) Niech W C V bedzie podprzestrzenia ¢ — niezmiennicza i niech ayq,. .., o) beda wektorami wlasnymi endo-
morfizmu ¢ o parami réoznych warto$ciach wiasnych. Wykazaé, ze jesli zachodzi oy + -+ +ap € W, to a; € W
dlaz=1,... k.

(b) Wykazadé, ze jesli V' jest skoriczenie wymiarowa i K jest cialem algebraicznie domknietym, to: endomorfizm
¢ jest diagonalizowalny <= (%) dla kazdej podprzestrzeni ¢ -niezmienniczej W C V istnieje podprzestrzen ¢
—niezmiennicza W/ C V taka, ze V =W @ W'.

4.17. (24.03) Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K. Zalézmy, ze char K = 0 lub char
K > dim V. Dany operator A dzialajacy na V. Pokazaé, ze jedli tr(A*) = 0 dla k = 1,2,...dimV, to A jest
nilpotentny.

4.18. Niech V bedzie przestrzenia skoriczonego wymiaru nad R i niech A : V' — V bedzie endomorfizmem,
takim, ze A2 = —Id. Udowodnié, ze wymiar V jest podzielny przez 2.

4.19. & Niech V bedzie przestrzenia skonczonego wymiaru nad Q i niech A : V — V bedzie endomorfizmem,
takim, ze A% = Id. Zalézmy, ze 1 nie jest wartoscia wlasna. Udowodnié, ze wymiar V jest podzielny przez 4.

Pisemna praca domowa na 24.03:
1) Zadanie 4.12. (Wskazéwka: Udowodni¢, ze jesli endomorfizmy
Id, ¢, %, ..., ¢"!
dzialajace na n-wymiarowej przestrzeni V' sa liniowo niezalezne, to V jest cykliczna.)
2) Zadanie 4.17.

3) Znalez¢ wielomian minimalny macierzy A oraz podaé¢ przyklad wielomianu p € K[t] takiego, ze p(A) jest
macierza diagonalizowalna, a A — p(A) jest macierza nilpotentna, gdzie

1
O
S

o O O

SO OO OO0 OO
SO O rHr OO oo oo
SO = = OO O oo
O OO OO oo oo

OO OO O OO OoONN
OO OO O OONNNDN
DO DO OO OO OO

(e R en B e R e B en B e e N e i e
_—_ 0 OO OO0 oo o

O O O o N O

4) Niech V, dimV > 1, bedzie przestrzenia liniowa nad R, dla ktérej okresclone jest dzialanie mnozenia e :
V xV — V, ktore wraz z dodawaniem wektoréw spetnia aksjomaty ciala z wyjatkiem aksjomatu przemiennosci
mnozenia. Wykazaé¢, ze dim V' jest parzysty.

5 Przestrzenie afiniczne

Kilka zadan rachunkowych

5.1. W przestrzeni afinicznej C® znalezé wspélrzedne barycentryczne punktu (1,0,4) w ukladzie punktéw
(1,0,1),(2,4,1),(1 +14,0,2),(1,7,1).



5.2. & Czy punkty sa w potozeniu szczegdlnym tzn czy sa afinicznie zalezne
a) [1,1,1], [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1];
b) [0,0,0], [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1], [1,1,1];
c) [1,2,1], [3,0,1], [2,2,0]7
Jedli tak, to znlez¢ maksymalne podukiady punktéw w polozeniu ogdlnym.

5.3. & Znalez¢ baze punktowa podprzestrzeni K? opisanej réwnaniem x + 2xo + 423 = 4.

5.4. W przestrzeni afinicznej R* znalezé przedstawienie parametryczne oraz uklad réwnan opisujacy pod-
przestrzen afiniczna generowana przez punkty:

a) {(-1,1,0,1),(0,0,2,0),(-3,-1,5,4),(2,2,—-3,-3)}

b) {(1’ 17 17 _1)3 (O’ O, 67 _7)7 (2, 37 67 _7)7 (37 4a ]-a _1)}
Przestrzenie te przedstawié¢ jako przeciecia hiperptaszczyzn w R*. (Hiperplaszczyzna = przestrzen kowymiaru
jeden.)

Ciekawsze zadania

Oznaczenie: prosta przechodzaca przez punkty p.q € E oznaczamy przez L(p,q).

5.5. & Niech FE bedzie przestrzenig afiniczna, a A C E jej podzbiorem. Zalézmy, ze dla dowolnej pary punktéw
p,q € A prosta L(p,q) C A. Czy A jest podprzestrzenia afiniczna?

5.6. & Sformulowaé i udowodni¢ twierdzenie Talesa w przestrzeni afinicznej nad cialem K.

5.7. & Twierdzenie Menelaosa. Dane sze$é réznych punktéw a, b, ¢, p, ¢ i  w przestrzeni afinicznej nad K.
Przypusémy, ze punkty p, ¢ i r leza odpowiednio na prostych L(b,c), L(c,a) i L(a,b):

p=X+(1-XNc g=pc+(1—-pa r=va+(l-v)
dla A\, p, v € K. Udowodnié, ze p, g, r sa wsplliniowe wtedy i tylko wtedy gdy Aurv = (A —1)(p —1)(v — 1).

5.8. Dane szesé réznych punktow a, b, ¢, p, ¢ i r w przestrzeni afinicznej nad K. Przypusémy, ze punkty p, ¢
i r leza odpowiednio na prostych L(b,c), L(c,a) i L(a,b):

p=Ab+ (1— X, qg=pc+(1—pa, r=va+ (1—-v)b.

Zal6zmy, ze zadne dwie proste wystepujace w zadaniu nie sa rownolegte. Znalezé warunek dla A, u, v € K na to,
by proste L(a,p), L(b,q) i L(c,r) przecinaly si¢ w jednym punkcie. Wsk: Twierdzenie Cevy.

5.9. & Dana jest przestrzen afiniczna wymiaru n, jej baza punktowa oraz n+1 punktéw ¢;. Niech a;,...,ain
beda wspélrzednymi barycentrycznymi punktu ¢;. Wykazaé, ze det(a; ;) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy punkty sa
w polozeniu szczegdlnym.

5.10. & Jesli TFy C TFy (tzn Fy jest stabo réwnolele do Fy), oraz Fy ¢ Fy to Fy N Fy = ().

W ponizszych zadaniach < A >= af(A) oznacza podprzesstrzen afiniczna rozpieta przez zbiér A.

5.11. & (31.03) Niech Ey = p+ Vi, Ey = g+ Vs beda podprzestrzeniami przestrzeni afinicznej E. Udowodnié,

ze:

a) BEiNEy #0 < w(p,q) e V1 +V;

b) jesli ElﬁEQ#QtO dim < F7 U FEy >=dim E; + dim Ey — dim E1 N Ey

c) jesli By N Ey =0, to dim < F1 U Ey >=dim E; +dim Ey — dim V3 NV, + 1.

5.12. (31.03) Niech FE;, E3 beda dwoma podprzestrzeniami afinicznymi w przestrzeni afinicznej F nad
cialem K. Niech < By U Ey >= FE, E1 N Ey = () i niech A € K, A\ # 0,1 bedzie ustalonym elementem. Znalezé
miejsce geometryczne elementéw Ax + (1 — A)y, gdzie = i y przebiegaja E; i E2 odpowiednio. (Czy to jest
podprzestrzen afiniczna, a jesli tak, to jak ja opisaé?)

5.13. c& (31.03) Niech E = p+S(E1), E2 = g+S5(E2) beda dwiema skosnymi podprzestrze niami w przestrzeni
afinicznej E nad dowolnym cialem (tzn TEy NTE, = {0}). Pokazaé, ze dla kazdego punktu x ¢ F; U Es istnieje
conajwyzej jedna prosta P przechodzaca przez punkt x i przecinajaca Fi i Fo. Wykazaé, ze prosta istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy = €< Ey U Ey > ale w(p,z) ¢ S(E1) + S(E2) i w(q,x) ¢ S(E1) + S(E»).



5.14. (31.03) W przestrzeni afinicznej R* dany jest punkt ¢ = (4,5,2,7) oraz dwie proste:
L przechodzaca przez punkty a; = (1,1,1,1), ag = (0,—1,0,1)
K przechodzaca przez punkty by = (2,2,3,1), by = (1,2,2, —-2)
a) Znalez¢é prosta N przechodzaca przez punkt c i przecinajaca proste L i K. Znalezé punkty przeciecia L z N
iKzN.
b) Znalez¢ prosta K', taka by L i K’ byly skosne i by nie istniata prosta zawierajaca punkt c i przecinajaca L i
K'.

6 Przeksztalcenia afiniczne

6.1. & Niech I : R? — R? bedzie przeksztalceniem afinicznym takim, ze F(p;) = ¢;, gdzie pg = [2,1], p1 =
[1,2], po = [1,1]
a) qo = [17 1]a q1 = [172]7 q2 = [O’ 1]
b) qo = [47 1]7 q1 = [373}7 q2 = [27 1]
C) qo = [37 1]’ q1 = [3’2]7 q2 = [27 1]'
Znalez¢ punkty stale i proste niezmiennicze przeksztalcenia F'. (Punkt p € E jest stalym dla przeksztalcenia F'
gdy F(p) = p. Prosta L C E jest niezmiennicza ze wzgledu na przeksztalcenie F' gdy F(L) C L.)

6.2. Znalez¢ wszystkie podprzestrzenie afiniczne R? niezmiennicze wzgledem przeksztalcenia afinicznego, ktére
punkty ag, a1, as, az przeksztalca na punkty bg, b1, b, b3:

2)

a = [1,1,1] bo = [5,—3,4]
a = [2,1,1] by = [8,5,6]
4 = [2,2,1] by = [9,-5,7]
a; = [2,2,] by = [9,-5,8]
b)

a = [2,5,1] b = [3.7,3]

ar = [3,5,1] by = [6,11,6]
a = [2,6,1] by = [5,17,9]
asz = [27572] by = [07_57 _4]

6.3. Czy istnieje przeksztalcenie afiniczne R*, ktére punkty a; przeksztalca na punkty b; odpowiednio, zas
prosta P na prosta H. Jezeli takie przeksztalcenie istnieje to znalez¢ jego postaé analityczna i ustalié, czy jest
ono wyznaczone jednoznacznie.

a)

a = [1,1,1,1] bo = [-1,1,-1,1]
ap = [2’ ; 73] bl = [074a0a4]
ay = [3,2,3,2] by = [2,2,2,2]

P=1[1,2,2,2] + (0,1,0,1)
H=[-1,2,0,3] + s(1,-5,1,—5)

b)
ap = [2,—1,3,-2] by = [1,-2,3,5]
a1 = [3,1,6,—1] by = [2,1,8,7]
as = [5,1,4,1] by = [3,2,10,—6]

P =[2,0,4,—1] +¢(0,1,2,0)
H=[1,-1,5-2] + s(0,2,3,—3)

6.4. Niech K, L, M C K? bedzie tréjka prostych parami skognych. Czy kazda taka tréjke mozna przeksztalcié
na dowolna inng za pomoca izomorfizmu afinicznego? Jesli nie, to orzec, ktore z trdjek sa afinicznie réwnowazne:

(K,L,M) ~ (K',L',M") gdy istnieje ¢ € Aff(K3) tali, ze ¢(K) = K', (L) = L', $(M) = M'.

6.5. Niech ¢ : F — FE bedzie przeksztalceniem afinicznym. Wykazaé, ze jezeli E jest przestrzenia skonczenie
wymiarows i przeksztalcenie ¢ ma dokladnie jeden punkt staly, to kazda podprzestrzen ¢—niezmiennicza zawiera
ten punkt staty.

6.6. Niech ¢: F — FE bedzie przeksztalceniem afinicznym takim, ze 1 nie jest wartoscia wtasna D¢. Pokazaé,
¢ ma dokladnie jeden punkt staly.



7 Ciag dalszy

http://www.mimuw.edu.pl/~aweber/zadania/gal2017gw/gal2017cw2.pdf
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