GAL*, konspekt wykladéw: Przestrzenie afiniczne

4 kwietnia 2017
Notatki zawieraja odsylacze do podrecznikéw [Kos]=Kostrikin, [Tor|=Torunczyk.

Materiatl mniej standardowy jest opisany dokladniej.

1 Przestrzenie Afiniczne [Kos roz. 4, §1]

1.1 Definicja przestrzeni afinicznej: (F, V, w), gdzie E zbidr, V przestrzen liniowa, w : E X E — V
odwzorowanie, ktére spehia

L. w(p,q) +w(g,r) =w(p,r)
2.Vpe ENaeV 3lge E : v=w(p,q)
tzn Vp € E odwzorowanie w(p, —) : E — V jest bijekcja.

Przestrzen V nazywamy przestrzenia styczna i oznaczamy przez TE.
1.2 Czasami wektor w(p, q) jest oznaczany pd.

1.3 Operacja # : E X V — F zdefiniowana przez warunek p+w(p,q) = ¢:
) (p+v)+w=pt(v+w)dlape E,v,weV
2)Vpe E, V3>v+— p#v € E jest bijekcja.

1.4 Mamy w(p,p) =0, w(p,q) = —w(q,p) oraz p+0=pdlap,q € E.
1.5 Kombinacje afiniczne, czyli srodki ciezkosci (barycentry) Zf:o a;p; = q¥ (Zf:o a; w(q, pl)> dla
Zle a; = 1. Niezalezno$¢ od q € E.

(W dalszej czesci nie bedziemy juz uzywaé specjalnego #, tylko zwykty +.)
1.6 Uklady rozpinajace, niezalezne uktady punktéw, bazy punktowe.

1.7 po,p1,---,Pn jest niezalezny /rozpinajacy/jest baza E wtedy i tylko wtedy gdy
w(po,p1),w(po,p2) ... ,w(po, pn) jest niezalezny/rozpinajacy/jest baza V.

1.8 Whniosek: Trzy warunki réwnowazne
— Do, P1,- - -, Pn jest baza punktowsq
~ Do, D1, --,Pn to minimalnym uktadem rozpinajacym,

— Do, P1, - - -, Pn to maksymalnym ukladem niezaleznym.
1.9 Wspédhrzedne baryczentryczne w bazie punktowe;j.

1.10 Definicja: Niech F C E, W C V, W' = wjpxp. Tréjka (F,W,w’) jest podprzestrzenia (E,V,w)
gdy
~Vp,ge Fuw(pq e W
—Vp € F funkcja w(p,-) : F — W, g — w(p, q) jest bijekcja.



1.11 Podzbidér F' C E jest podprzestrzenia afiniczna (a $cislej: istnieje W C V takie, ze (F, W, w|pyr)
jest podprzestrzenia) wtedy i tylko wtedy, gdy F' jest zamkniety ze wzgledu na branie kombinacji

afinicznych.

Dow («): Definiujemy W = {w(p,q) | p,q € F'}. Sprawdzamy, ze W jest podprzestrzenia liniowa
—aw(p,q) =w(p,q) dla ¢’ = (1 —a)p+ aq,

~w(p,q) +w(r,s) = w(p,q) +w(r,p) +wp,s) =w(p,q) —wp,r) +w(p,s) = wp,q)

dlag =1qg+ (-1)r+1s.

Przy okazji zauwazamy, ze dla ustalonego p przestrzen {w(p,q) | ¢ € F'} jest réwna W. Zatem przek-

sztalcenie F' — W, g — w(p, q) jest ,,na” i oczywiscie jest réznowartosciowe.

2 Podprzestrzenie afiniczne, przeksztalcenia

2.1 Zalézmy char(K) # 2. Zbiér zamkniety ze wzgledu na dwuelementowe kombinacje afiniczne jest

podprzestrzenia afiniczna,.

2.2 Kazda podprzestrzen F' C E jest postaci p + W, gdzie W jest podprzestrzenia liniowa w TF.

Przestrzen liniowa W nie zalezy od wyboru p € F'.
2.3 Kazda podprzestrzen afiniczna w E jest postaci p+ W, gdziepe E, W CV =TE.
2.4 Parametryczne przedstawienie: np prosta L(p,q) = {p + tw(p,q) | t € K}.
2.5 Kazda podprzestrzen afiniczna w K" jest opisana niejednorodnym ukitadem réwnan liniowych.
2.6 Cze$¢ wspolna rodziny podprzestrzeni jest pusta lub jest podprzestrzenia.

2.7 Istnieje najmniejsza podprzestrzen af(A) zawierajaca dany zbiér A. Sktada sie ona z kombinacji

afinicznych punktéw z A.

2.8 Réwnoloegdsé:
F} jest stabo réwnolele do Fy gdy TFy C TFy (to jest relacja kwaziporzadku)

F} jest silnie réwnolele do Fy gdy T'Fy = T'F, (to jest relacja réwnowaznosci)

2.9 Cwiczenie: Jesli F jest stabo réwnolete do Fy, oraz F| ¢ Fy to Fy N Fy = ().

Przeksztalcenia afiniczne

2.10 Definicja. Przeksztalcenie ¢ : E — F jest afiniczne jesli przeprowadza kombinacje afiniczne na

kombinacje afiniczne obrazdéw.

2.11 Styczne przeksztalcenie stycznych przestrzeni liniowych 5 =D¢:TE —=TF.

Do (v) == w(d(p), d(p +v))

(Sprawdzamy, ze definicja nie zalezy od wyboru p € E, oraz ze D¢ jest liniowe. Wsk: p' + v jest
kombinacja afiniczna 1p' + 1(p +v) + (—1)p.)



2.12 Przeksztalcenie styczne D¢ i wyboér ¢(p) € F dla ustalonego p € E definiuje przeksztalcenie
afiniczne, tzn jedli dane jest przeksztatacenie liniowe ¢ : TE — TF oraz dowolne punkty p € E, g € F,

to istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie ¢ : E — F takie, ze ¢(p) = q oraz D¢ = ¢y.
2.13 Przeksztalcenie afiniczne jest zadane przez wybdr obrazéw bazy punktowe;j.
2.14 We wspoétrzednych: przeksztalcenia afiniczne K™ — K™ sa postaci
d(x1, T2, xn) = (fr(zr, 2, ... xy) + b1, fa(x1, 22, ... 2n) + b2y ooy fro(T1, 22, ..o ) + b))

gdzie Do = (f1, fo,..., fm) : K — K™ jest przeksztalceniem liniowym, ¢(0,0,...,0) = (b1, b2, ..., bn).

3 Przeksztalcenia afiniczne c.d.

3.1 Wybieramy p € F'ip' € F. Wtedy

12

TF x L(TE,TF),
(w(@', 6(p), Do)

N
«—  (v,D¢).

przeksztalcenia afiniczne(E, F')
¢

(g9 +v+Do(w(p,q))
3.2 Dany wektor v € V = TE. Przez T, oznaczamy przesuniecie T,(p) = p + v.

3.3 Kazde przeksztalcenie afiniczne K" — K™ jest zlozeniem przeksztalcenia liniowego i przesuniecia.

3.4 Przyklad symetria afiniczna: Niech F C E, TE = TF @ V. Istnieje dokladnie jedno przek-

sztalcenie afiniczne ¢, ktore jest stale na F' oraz D¢ jest sym etria wzgledem TF wzdiéz V.

3.5 Jesli Df jest izomorfizmem, to f jest izomorfizmem. Kazde dwie przestrzenie tego samego

wymiaru sa izomorficzne. W szczeglnoci jesli dim F = n, to E ~ K". Izomorfizm zalezy od wyboru

punktu p € F i wyboru bazy w TFE.

3.6 Przeciwobraz podprzestrzeni afinicznej przy przeksztalceniu afinicznym jest podprzestrzenia afiniczna.

Kazda podprzestrzen w K" jest przeciwobrazem 0 przy pewnym przeksztalceniu afinicznym K" — K.

3.7 Sktadanie przeksztalcen. Wybieramy p € E, g € F oraz w r € G.
Utozsamiamy FE ~TFE, F~TFiG~TGQG.

TF x L(TE,TF) ~ przeksztalcenia afiniczne(TE, TF),
(v, Dg) = T, 0 Do

TG x L(TF,TQG) ~ przeksztalcenia afiniczne(TF, TG),
(w, DY) = T,y o Dy

TG x L(TE,TG) ~ przeksztalcenia afiniczne(T'E, T'G),

(w, D) o (v, D) = Ty 0 Dty 0 Ty 0 D¢
u = Do(u) + v = DY(Do(u) +v) +w = DY(Do(u)) + (Dip(v) + w).
Zatem zlozeniu o dpowiada para

(w, DY) o (v, D¢) = (w + Dip(v), Dy o D)



3.8 Wniosek: D(¢ o ¢) = Do D¢

Odsytacz do grupy przeksztalcen: Kostrikin Roz 4,8§3.

3.9 Grupa izomorfizméw afinicznych Af f(E), Aff(K") = Af fu(E).
Odwzorowanie D : Aff(E) — GL(TE) jest homomorfizmem, tzn D(¢ o) = D(¢) o D(¢), D(Idg) =
Idrg.

3.10 Odwzorowanie D jest epimorfizmem.
ker(D) ={¢ € Aff(E) | D¢ = Ildrp} ={T, |v € TE}.

Mamy ciag przeksztalcen

TE "5° Aff(E) & GL(TE)
v AN T,

¢ = D¢

Moéwimy, ze ten ciag jest dokltadny (warunek im(i) = ker(D)).

3.11 Istnieje odwzorowanie (homomorfizm) j : GL(TE) — Af f(E) speliajace D o j = Idpg. Takie

odwzorowanie nazywa sie rozszczepieniem. Odwzorowanie
TE x GL(TE) — Aff(E), (v, ¢0) — (T 0 j (o))

jest bijekcja zbioréw, ale dzialanie w TE x GL(TE) nie jest zgodne z dzialaniami skladania. To jest

tzw produkt pélprosty TE x GL(TE).
3.12 Jedli utozsami¢ Aff(E) z TE x GL(TE) to skltadanie zadane jest wzorem

(w,1b0) o (v, ¢0) = (w + Yo(v), Yo © ¢o) -

3.13 Niezmienniki przeksztalcert afinicznych:
- wspoliniowosé (koplanarnosé, etc) punktéw
- réwnoleglos¢ podprzestrzeni (staba i silna)
- proporcje podziatu odcinka.

- np przecinanie sie trzech prostych L(p;,q;), i = 1,2,3 w jednym punkcie

4 Przestrzenie rzutowe.

4.1 Dana przestrzen wektorowa V nad cialem K. Zbiér prostych (przechodzacych przez 0) w V
oznaczamy przez P(V). Mamy P(V) = (V' \ {0})/ ~, gdzie v ~ w gdy istnieje A € K, X # 0, v = Aw.

4.2 Oznaczenie P(K"*!) = P"(K). Elementy przestrzeni rzutowej sa oznaczane przez(zg : 1 : -« - : ]

(to jest klasa wektora (xg,x1,...,Z,), czyli prosta rozpieta przez ten wektor).

4.3 Niech E C V bedzie podprzestrzenia afiniczna, 0 ¢ F, dimV — dim £ = 1. Dopelnienie P(V') \

P(TE) mozna utozsamié z E.



4.4 P*(K) = (K"*1\{0})/ ~ mozna pokry¢ zbiorami U; = {z; # 0}. W zbiorze U; mamy wspézzedne

— Zo Y . _
up =, UL = bez u; ,. .. Up = .

4.5 Przyklad P'(K):
o U = f;—(l) wspélrzedna w Uy,
e yy = i—? wspoéhrzedna w Uy .

Mamy u; = 1/vg (tam gdzie to ma sens).

4.6 Przyklad P?(K):
o U = i—é, Uy = ﬁ—z wspéhrzedne w U,
e vg = 2, vp = 72 wspGhrzedne w Uy,
e wo = 72, wy = 7! wspbhzedne w Us.

Mamy

(tam gdzie to ma sens).

4.7 Dla dowolnej hiperpowierzchni H C V' definiunemy zbiér Uy = {L € P(V) | L ¢ H}. Wybér
v € V \ H pozwala utozsami¢ Uy z przestrzenia afiniczna H. Rézne wybory v daja utozsamienia
rézniace sie o automorfizm afiniczny bedacy zlozeniem homotetii (jednokladnosci) z przesunieciem.

Gdy V = K" to U; = U{zZ:O}'
4.8 Zobaczy¢ jak wyglada okrag (u1)2+u% = 1 we wspdlrzednych vg, vo oraz we wspotrzednych wq, wi.

4.9 Przeksztalcenia rzutowe przestrzeni rzutowej: [zg : a1 : -+ : x,] — [fo(z) : fi(z) : -+ fu(2)],

gdzie x = (z0,21,...,2n) oraz f = (fo, f1, ... fn) : K" — K" jest izomorfizmem liniowym.

4.10 Przeksztalcenia rzutowe przestrzeni afinicznej K™ utozsamianej z Uy (jest nie wszedzie okreslone):
hife
fo'fo' T fo

gdzie f; : K" = K, =0,1,...,n sa funkcjami afinicznymi powstalymi z funkcji liniowych f; : K"t — K

);

(up,ug, ... up) — (

przez podstawienie zg = 1 w (4.9)).
4.11 Przyklad: ¢(uq,u2) = (1/u1,u2/ul), przeciwobraz okregu u? + u% = 1 jest hiperbola.

4.12 Przeksztalcenia przestrzeni rzutowej zadane izomorfizmem liniowym przestrzeni V' sa oznaczane
przez PGL(V), lyb gdy v = K" przez PGL,.1(K). Mamy PGL(V) = GL(V)/ ~, ¢ ~ ¢ gdy
¢~ = M dy. Mamy ciag dokladny

K" < GLn+1(K) — PGLn+1(K)



5 Przestrzenie rzutowe (cd)
Plaszczyzna rzutowa:

5.1 Proste réwnolegle w K? zadane réwnaniami us = a w mapie Uy ze wspélrzednymi uq, us. We
wspohrzednych vg = 1/uy, va = wug/uj tworza pek prostych przechodzacych przez punkt. Proste
réwnolegle us = au; + b (a ustalone, b dowolne) we wspédlrzednych vy, v2 maja rownaniie v2 = a + by,
punkt vg = 0, v2 = a jest wspoélny. Dostajemy pek prostych.

2u1 1—u2

5.2 Przeksztalcenie (u1,uz) — ({3, 5.2

) przeksztalaca parabole us = u? na okrag.
5.3 Przeksztalcenia rzutowe P (K) zachowujace Uy = {z¢ # 0}, sa indukowane przez ¢ € GL(K" 1),

d(xo, 21, ... xn) = (folzo, 21,y 2n), f1(xo, 1, s Xn)s ooy fr(To, T1, -y Tp))

takie, ze fo(1,21,...,2,) # 0. Czyli takie, ze fo(1,2z1,...,2,) = aoo. Tzn macierz ¢ ma w ze-
rowym wierszu tylko zerowy wyraz niezerowy. Takie przeksztalcenie rzutowe ma wzor we spdirzednych

afinicznych

5 g ooy

(1,29, ) > <f0(17e’131,962,---7$n) fill,z, 2o, ..., 2y) fn(l,ﬂﬂl,ﬂl?%---;%))7
ap,o ao,0 @0,0

Zatem jest przeksztalceniem afinicznym. (Inna charakteryzacja: ¢({zo = 0}) = {z¢ = 0}, tzn za-

chowuje hiperplaszczyzne w nieskoriczonosci. )

5.4 Mamy

{p € AfF(K") | $(0) = 0} = GL(K")
{¢ € Przeksztalcenia rzutowe | ¢({zg =0}) = {zg =0} } = Aff(K")

aijotanz

5.5 Przeksztalcenie prostej rzutowej: = — o
00+a11T

mozna przedstawié¢ jako zlozenie przeksztalcen

afinicznych i o+ 1/x bo &0tanz — (1 4 5ﬁ17) dla pewnych «, 8,v € K.

apotailx
ax+b
cx+d

(Przeksztalcenia postaci a +— (ad — be # 0) nazywamy homografiami.)

5.6 Przeksztalcenia liniowe zachowuja proporcje a := o/, dla a = af.

Przeksztalcenia afiniczne zachowuja stosunek A(p, q,r) == A = % gdy r = (1 —A)p+ Aq.

5.7 Niech L C P(V) bedzie prosta w przestrzeni rzutowej. Wprowadzamy wspélredna na prostej, tzn
utozsamié¢ L z KU {oo}. Dla p,q,7, s € K definiujemy dwustosunek:

Ap,s,r) p—r q—35
(p,q;7,8) == = : €K
XNg,s,7) p—s q—r

5.8 Tw: Przeksztalcenia rzutowe zachowuja dwustosunek. W szczegdlnosci dwustosunek nie zalezy
do wspdlrzedne;j.
(Dw: Bo przeksztalcenia afiniczne zachowuja stosunek trzech punktéw na prostej. Wystarczy sprawdzié
dla x — 1/x.)



5.9 Dla ustalonych p, ¢, r przeksztalcenie s — (p, q,;7, s) zadaje przeksztalcenie P!(K) — P!(K). Dla

p=o00,q=0,r=1mamy
~-1 0-
Sb—>(oo,0;1,s):oo i

o—s 0—1 "

Kazde przeksztalcenie zachowujace dwustosunek i bedace stale na oo, 0, 1 jest stale. Stad przeksztalcenie

rzutowe P! (K) jest wyznaczone przez wartosci na trzech punktach.

5.10 W jezyku przestrzeni liniowych: przeksztalcenie liniowe K? jest wyznaczone jednoznacznie z

dokladnoscia do skalara przez warunek na trdjce prostych: ¢(K) =K', ¢(L) = L', ¢(M) = M.

5.11 Przeksztalcenie liniowe jest wyznaczone przez wartoséi na n wektorach liniowo niezaleznych
(n = dim(V)).

5.12 Przeksztalcenie afiniczne jest wyznaczone przez wartoséi na n+1 punktach afinicznie niezaleznych

(n = dim(F)).

5.13 Niecv dimV = n+ 1. Punkty po, p1, ..., 0nt1 € P(V) sa w polozeniu ogdlnym, gdy zadne n + 1
z nich nie lezy w przestrzeni rzutowej mniejszego wymiaru (Warunek na polozenie ogélne w jezyku
przestrzeni liniowych: Niech L; = lin{v;}, i = 0,1,...n + 1; zakladamy, ze kazde n + 1 wektoréw v;

jest liniowo niezaleznych.)

5.14 Tw: Przeksztalcenie rzutowe P"(K) jest wyznaczone przez wartosci na n+2 punktach potozeniu

ogollnym.

Dow6d: niech p; = [g;] € P*(K) dla 0 < i < n bedzie prosta rozpieta przez standardowy i-ty wektor
bazowy K"*! oraz p,y1 = [1:1:---:1]. Dany ¢; = [w;] inny uklad prostych, takich, ze kazde n + 1
sposréd wektoréw w; sa liniowo niezalezne. Istnieje przeksztalcenie liniowe K™ 1! przeksztalcajace €; na
w; dla i < n. Dlatego mozna zatozyé, ze w; = ¢; dla i < n. Niech (ag, a1, ..., a,) beda wspéhrzednymi
wektora wy,41. Przeksztalcenie o macierzy diagonalnej z ag,ay,...,a, na przekatnej przeprowadza
(1,1,...,1) na wp41. Z dokladnoscia do proporcjonalnosci przeksztalcenie to jest jedyne, jesli ma

zachowywaé osie w K"™! a obraz (1,1,...,1) ma byé¢ proporcjonalny do wy, 1.

5.15 Cwiczenie: P?(R) = Sfera/antypodyzm = dysk U wtega Mdbusa.



