
GAL∗, konspekt wyk ladów: Tensory

5.6.2014

Notatki zawieraja
↪
odsy lacze do podre

↪
czników [Kos]=Kostrikin, [Tor]=Toruńczyk.

[Kos roz. 6]. Materia l mniej standardowy jest opisany dok ladniej.

1 Iloczyn tensorowy

1.1 Zewne
↪
trzna suma prosta S = V ⊕W (zbiór równy produktowi kartezjańskiemu z dzia laniami po

wspó lrze
↪
dnych) może być zdefiniowana przez diagram (przypomnienie)

V
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??
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//
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1.2 [Kos roz.6 §5 Tw.3] Dla przestrzeni liniowych V i W rozważamy wszystkie odwzorowania 2-

liniowe φ : V ×W → U . Istnieje przestrzeń T wraz z odwzotowaniem 2-liniowym τ : V ×W → T o tej

w lasności, że każde przekszta lcenie φ faktoryzuje sie
↪
jednoznacznie przez τ

T

V ×W

U
��

∃! φ̃

77oooooo
τ

''OOO
OOO

∀φ

1.3 Przestrzeń V wraz z odwzorowaniem τ : V ×W → T jest jedyna z dok ladnościa
↪
do izomorfizmu.

Oznaczana przez V ⊗W . Ma w lasność: dla każdej przestrzeni wektorowej U mamy

L2-liniowe(V ×W,U) = L(V ⊗W,U).

1.4 Konstrukcja efektywna V ⊗W za pomoca
↪
baz w V i W . Wymiar dim(V ⊗W ) = dim(V ) dim(W ).

1.5 Inna konstukcja: elementami V ⊗W sa
↪

formalne kombinacje liniowe
∑

i vi ⊗ wi, gdzie vi ∈ V ,

wi ∈W . Wyrażenia te przekszta lcamy wed lug regu l:

– a v ⊗ w = v ⊗ aw dla a ∈ K

– (v1 + v2)⊗ w = v1 ⊗ w + v2 ⊗ w oraz v ⊗ (w1 + w2) = v ⊗ w1 + v ⊗ w2

1.6 τ : V ×W → V ⊗W jest różnowartościowe modulo skalary, obrazem sa
↪

tensory proste v ⊗ w.

Tensory proste rozpinaja
↪
V ⊗W .

1.7 Ćwiczenie: niech dimV = dimW = 2. Udowodnić, że zbiór tensorów prostych w V ⊗W jest

zdegenerowana
↪
kwadryka

↪
(zbiorem wektorów izotropowych, ze wzgle

↪
du na pawna

↪
forme

↪
kwadratowa

↪
).

Gdy V i W maja
↪
wie

↪
kszy wymiar, jedno równanie nie wystarzy. Udowodnić, że zbiór tensorów prostych

można opisać uk ladem równań kwadratowych.
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1.8 Ćwiczenie: Jeśli wektory v1, v2, . . . , vk sa
↪

liniowo niezależne, oraz
∑
vi ⊗ wi = 0 to w1 = w2 =

· · · = wk.

1.9 Macierz zamiany bazy w V przy zamianach baz w V i W jeśli

{α′k}, {αi =
∑

k a
k
i α
′
k} bazy V ,

{β′`}, {βj =
∑

` b
`
j β
′
`} bazy W ,

to

αi ⊗ βj =
∑

k,` a
k
i b
`
j α
′
k ⊗ β′`,

w konwencji Einsteina

αi ⊗ βj = aki b
`
j α
′
k ⊗ β′`.

1.10 Jeśli

T =
∑
i,j

T i,jαi ⊗ βj =
∑
i,j

T ′i,jα′i ⊗ β′j ,

to

T ′i,j =
∑
k,`

T k,` aik b
j
` .

1.11 Ćwiczenie prawa przemienności i  la
↪
czności ⊗.

2 Tensory c.d.

2.1 Prawo rozdzielności mnożenia ⊗ wzgle
↪
dem dodawania ⊕.

2.2 W dalszej cze
↪́
sci przez przekszta lcenie, izomorfizm, itp. naturalny rozumiemy niezależny od

wyboru bazy. Pe lne znaczenie s lowa naturalny można wyrazić używaja
↪
c poje

↪
ć kategorii (patrz naturalna

transformacja funktorów).

2.3 Dla przestrzeni liniowych W , Z zbiór przekszta lceń liniowych L(W,Z) ma strukture
↪

przestrzeni

liniowej. W lasność iloczynu tensorowego: istnieje naturalne przekszta lcenie,

L(V,L(W,Z))→ L(V ⊗W,Z) ,

które jest izomorfizmem. Jest ono zadane tak: dane α : V → L(W,Z), definiujemy przekszta lcenie

2-liniowe β : V ×W → Z, β(v, w) := α(v)(w). Teraz β zadaje β̃ : V ⊗W → Z.

2.4 Istnieje naturalne przekszta lcenie V ∗⊗W → L(V,W ), które jest izomorfizmem, jeśli dimV <∞.

Jeśli dimV =∞, to obraz sk lada sie
↪
z endomorfizmów, których obraz jest skńczonego wymiaru.

2.5 Jeśli dimV <∞ i dimW <∞ to V ∗ ⊗W ∗ ' (V ⊗W )∗.

Dow. przekszta lcenie z V ∗ ⊗W ∗ wystarczy zadać na V ∗ ×W ∗:

V ∗ ×W ∗ → (V ⊗W )∗ = L(V ⊗W,K) = L2-liniowe(V ×W,K).

Wystarczy na tensorach prostych

f ⊗ g 7→
(

(v, w) 7→ f(v)g(w)
)
.

Klasyczne tensory typu (p, q)
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2.6 Tensory typu p-kowariantne q-kontrawariantne to funkcje p+ q-liniowe

V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
p

×V ∗ × V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
q

→ K

czyli elementy (
V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

p

⊗V ∗ ⊗ V ∗ × · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
q

)∗
'

' V ∗ ⊗ V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
p

⊗V ⊗ V × · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
q

W skrócie Tqp(V ) = (V ∗)⊗p ⊗ V ⊗q.

2.7 Tensor typu

(1,0) – funkcjona l

(0,1) – wektor

(1,1) – endomorfizm

(2,0) – forma 2-liniowa

(2,1) – np mnożenie w algebrze

(0,0) – skalar

2.8 Dana baza {αk} przestrzeni V . Niech {αk} baza sprze
↪
żona przestrzeni V ∗, oraz dany tensor T

typu (p, q). Jego wspó lrzednymi w bazie αi1 ⊗ . . . αip ⊗ αj1 ⊗ . . . αjq sa
↪
liczby

T
j1,...,jq
i1,...,ip

= T (αi1 × . . . αip × αj1 × . . . αjq) .

2.9 Regu ly transformacji:

jeśli αi =
∑

k a
k
i α
′
k

niech αj =
∑

` b
j
` α
′`.

(Macierz (bik) = (aki )
−1, nie trzeba transponować, bo transpozycja jest zawarta w notacji.)

T
′j1,...,jq
i1,...,ip

=
∑
i′,j′

b
i′1
i1

. . . b
i′p
ip

T
j′
1,...,j

′
q

i′1,...,i
′
p

aj1j′
1
. . . a

jq
j′
q
.

2.10 Co to za tensor T ji = δji ?

2.11 Który z naste
↪
puja

↪
cych tensorów jest tensorem prostym? a) T i,j = i+ j, b) T i,j = i j

3 Algebra symetryczna

3.1 Mnożenie tensorów: S typu (p, q), T typu (p′, q′), to S ⊗ T typu (p+ p′, q + q′).

3.2 Zwe
↪
żenie tensorów (kontrakcja)

– ślad tr : End(V ) = V ∗ ⊗ V → K zadany przez przekszta lcenie 2-liniowe V ∗ × V → K, (f, v) 7→ f(v).

We wspó lrze
↪
dnych

∑
i,j T

j
i α

i ⊗ αj 7→
∑

i T
i
i ∈ K
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– dla wybranych indeksów r ≤ q, s ≤ p

trrs : Tqp(V )→ Tq−1
p−1(V )

trrs(T )
j1,···

r
∨...jq

i1,···
s
∨...,ip

=
∑
i

T
j1,···

r
i...jq

i1,···
s
i...,ip

.

3.3 Tensor metryczny to tensor typu (2,0), czyli forma 2-liniowa, która jest iloczynem skalarnym

G =
∑
gi,je

i ⊗ ej , zadaje izomorfizm V → V ∗, v =
∑

i x
iei 7→

∑
i,j gi,jx

iej = tr1
1(g ⊗ v)

– ogólniej tesor metryczny pozwala opuszczać wskaźniki Tqp(V )→ Tq−1
p+1

T 7→ trr1(G⊗ T )

– operacja podnoszenia wskaźników jest zadana przez zwe
↪
żanie z tensorem typu (0,2),

T 7→ tr1
s(G

−1 ⊗ T )

gdzie G−1 =
∑

i,j g
i,jei ⊗ ej spe lnia tr1

1(G−1 ⊗G) =
∑

i,j δ
j
i e
i ⊗ ej (macierzowo [gi,j ] = [gi,j ]−1).

3.4 Algebra tensorowa. Przez T(V ) oznaczamy algebre
↪
tensorowa

↪

T(V ) =
∞⊕
q=0

Tq(V ) =
∞⊕
q=0

V ⊗q = K⊕ V ⊕ V ⊗2 ⊕ V ⊗3 ⊕ . . .

3.5 W lasność uniwersalna: Dla dowolnej algebry A z 1 nad cia lem K

L(V,A) = Moralgebry z 1(T (V ), A) .

3.6 Tensory symetryczne : grupa permutacji Σq dzia la na Tq(V ) = Tq0(V ) = V ⊗q permutuja
↪
c

wspó lrze
↪
dne. Tensor T jest symetryczny jeśli dla każdej permutacji σ(T ) = T , tzn we wspó lrze

↪
dnych

T i1,i2,...,iq = T iσ(1),iσ(2),...,iσ(q)

3.7 Oznaczenia: Symq(V ) ⊂ Tq(V ) to przestrzeń tensorów symetrycznych,

3.8 Symetryzacja : zak ladamy, że char(K) = 0 i uśredniamy po permutacjach σ ∈ Σq

S : V ⊗q → Symq(V ), S(T ) = 1
q!

∑
σ σ(T ),

Mamy S ◦ S = S

3.9 Niech e1, e2, . . . en baza V , wtedy tensory eI = S(ei1 ⊗ ei2 ⊗· · ·⊗ eiq) dla I = {i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ iq}
sa

↪
baza

↪
Symq(V ).

3.10 Ćwiczenie; obliczyć dimSymq(Rn).

3.11 Algebra symetryczna: s, t ∈ Sym(V ), definiujemy mnozenie s · t = S(s⊗ t).

3.12 Dla s, t ∈ T(V ) mamy S(S(s)⊗S(t)) = S(s⊗t). Sta
↪
d S : T(V )→ Sym(V ) zachowuje mnożenie.

Zatem Sym(V ) jest  la
↪
czna.

Dow: jeśli t ∈ Tk(V ), s ∈ T`(V ), to u = S(s)⊗S(t) jest tensorem symetrycznym ze wzgle
↪
du na pierwsza

↪

i druga
↪
grupe

↪
zmiennych. Zatem S(u) =

(
k+`
k

)−1∑
(k,`)−tasowania σ(u).
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3.13 Symp((Kn)∗)= wielomiany jednorodne od n zmiennych.

(W szczególności Sym0((Kn)∗) = K, Sym1((Kn)∗) = (Kn)∗= formy liniowe.)

3.14 W lasność uniwersalna: A algebra przemienna, nad cia lem K

L(V,A) = Moralgebry przemienne z 1(Sym(V ), A) .

4 Algebra symetryczna (cd) i Algebra zewne
↪
trzna

4.1 Jeśli K jest skończone to przekszta lcenie Sym(V ∗)→ Funkcje(V → K) nie jest różnowartościowe.

Np dla K = Fq, gdy V = K: wtedy Sym(V ∗) ' K[x] i ja
↪
dro sk lada sie

↪
z wielomianów podzielnych przez

xq − x.

4.2 Tensory symetryczne można utożsamić z przestrzenia
↪
ilorazowa

↪
Sym′q(V ) otrzymana

↪
z V ⊗q przez

przestrzeń rozpie
↪
ta

↪
przez

(v1 ⊗ · · · ⊗ vi ⊗ vj ⊗ · · · ⊗ vq)− (v1 ⊗ · · · ⊗ vj ⊗ vi ⊗ · · · ⊗ vq).

Mamy naturalne odwzorowanie (bes za lożenia o charakterystyce cia la) Symq(V ) → Sym′q(V ). An-

tysymetryzacja indukuje przekszta lcenie odwrotne. Gdy charK ≤ q przekszta lcenie Symq(V ) →
Sym′q(V ) nie jest izomorfizmem, np dla q = 2, char K = 2 element przestrzeni ilorazowej [v ⊗ w]

nie jest obrazem tensora symetrycznego.

Algebra zewne
↪
trzna

4.3 Tensor T ∈ V ⊗q jest antysymetryczny jeśli dla każdej permutacji σ σ(T ) = sgn(σ)T . We

wspó lrze
↪
dnych:

T i1,i2,...,iq = sgn(σ)T iσ(1),iσ(2),...,iσ(q) .

Oznaczenie przestrzeni tensorów antysymetrycznych Λq(V ).

4.4 Jedynie dla q = 2 mamy V ⊗2 = Sym2(V )⊕ Λ2(V ).

4.5 Operacja antysymetryzacji

A : V ⊗q → Λq(V )

A(T ) =
1
q!

∑
σ∈Σq

(−1)sgn(σ)σ(T ).

Mamy A ◦A = A.

4.6 Mnożenie tensorów antysymetrycznych a ∧ b = A(a⊗ b).

4.7 Niech e1, e2, . . . en baza V , wtedy tensory eI = A(ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ eiq) dla I = {i1 < i2 < . . . iq}
sa

↪
baza

↪
Λq(V ). Sta

↪
d dim Λq(V ) =

(
dimV
q

)
.

4.8 Iloczyn zewne
↪
trzny: v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vq = A(v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vq) ∈ Λq(V )

4.9 Pote
↪
ga zewne

↪
trzna przestrzeni sprze

↪
żonej Λp(V ∗) to p-formy alternuja

↪
ce na V . Gdy n = dim(V )

generatorem Λn(V ∗) jest wyznacznik (rozumiany jako n-liniowa forma antysymetryczna V n → K).
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4.10 Niezdegenerowane przekszta lcenie 2-liniowe 〈 , 〉 : Λq(V ∗) × Λq(V ) → K poprzez w lożenie do

Tqq(V ) i zwe
↪
żenie wszystkich indeksów. Na bazie 〈eI , eJ〉 = 1

q! δ
J
I ,

4.11 Żeby pozbyć sie
↪
czynnika 1

q! dla form modyfikujemy definicje
↪
eJ tak, aby to by la baza sprze

↪
żona

do eI . Traktuja
↪
c eJ jako tensor typu (q, 0) mamy

(ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eiq)(ei1 , ei2 , . . . , eiq) = δJI

(Jednak w literaturze zdarzaja
↪
sie

↪
teź inne konwencje.)

4.12 Algebra zewne
↪
trzna (Grassmanna): ΛV =

⊕dimV
q=0 Λq(V ) ma strukture

↪
algebry ze wzgle

↪
du

na ∧ zdefiniowany jako a ∧ b = A(a⊗ b).

4.13 Dla s, t ∈ T(V ), mamy A(s)∧A(t) = A(s⊗ t), czyli A : T(V )→ ΛV zachowuje mnożenie. Sta
↪
d

ΛV jest  la
↪
czna.

Dow: jeśli t ∈ Tk(V ), s ∈ T`(V ), to u = A(s) ⊗ A(t) jest tensorem antysymetrycznym ze wzgle
↪
du na

pierwsza
↪
i druga

↪
grupe

↪
zmiennych. Zatem A(u) =

(
k+`
k

)−1∑
(k,`)−tasowania sgn(σ)σ(u).

4.14 Mnożenie jest przemienne z uwzgle
↪
dnieniem gradacji (super-przemienne): tzn dla a ∈ ΛiV ,

b ∈ ΛjV mamy a ∧ b = (−1)ij b ∧ a.

Ćwiczenia o tensorach i pote
↪
gach zewne

↪
trznych

4.15 (Zanurzenie Veronese) Rozważyć przekszta lcenie

Kn = V → Symk(V ) = Km, m =
(
n+ k − 1

k

)
, v 7→ v ⊗ v ⊗ · · · ⊗ v︸ ︷︷ ︸

k

.

Pokazać, że indukuje ono w lożenie P(V )→ P(Symk(V )). Opisać równaniami obaz.

4.16 (Zanurzenie Plückera). Niec Grask(Kn) oznacza zbiór k-wymiarowych podprzestrzeni w Kn.

Wykazać, że przekszta lcenie V = lin(v1, v2, . . . , vk) 7→ lin(v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vk) ∈ P(Λk(Kn)) jest dobrze

określone. Opisać wielomianami obraz.

4.17 Niech ω ∈ Λ2(V ∗) be
↪
dzie antysymetryczna

↪
forma

↪
2-liniowa

↪
na V = K2n. Wykazać, że ω jest

niezdegenerowana wtedy i tylko wtedy, gdy ω ∧ ω ∧ · · · ∧ ω︸ ︷︷ ︸
n

6= 0.

4.18 Niech v ∈ V , a ∈ ΛqV . Wykazać, że v ∧ a = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = v ∧ b dla pewnego

b ∈ Λq−1V

4.19 Pokazać, że Λq rozszerza sie
↪
do funktora Λq : V ectK → V ectK.

5 Algebra zewne
↪
trzna (cd) i algebry Clifforda (wyk lad 05.06.2014)

5.1 W lasność uniwersalna: A = Aev ⊕Aodd algebra przemienna z Z2-gradacja
↪
, nad cia lem K

L(V,Aodd) = Moralgebry super-przemienne(ΛV,A) .
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5.2 W lasność uniwersalna pote
↪
gi zewne

↪
trznej: Dla każdego wieloliniowego przekszta lcenia f : V q →

W , które jest antysymeteryczne istnieje dok ladnie jedno przekszta lcenie liniowe f̃ : ΛqV →W takie, że

f(v1, v2, . . . , vq) = f̃(v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vq).

5.3 Jeśli n = dimV , to dim ΛnV = 1, niezerowy wektor e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en.

Dla wektorów v1, v2, . . . vn ∈ V , vj =
∑
aijei mamy v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn = det[aij ] e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en.

5.4 Wspó lrze
↪
dne wektora v1∧v2∧· · ·∧vk w bazie {eI} to maksymalne minory macierzy [v1, v2, . . . , vk].

5.5 Ćwiczenie: Wektory v1, v2, . . . vk ∈ V sa
↪

liniowo niezależne wtedy i tylko wtedy, gdy v1 ∧ v2 ∧
· · · ∧ vk 6= 0.

5.6 Tw Cauchy-Bineta: jeśli A ∈ Mq×n(K), B ∈ Mn×q(K) to det(AB) =
∑

I det(AI) det(BI), gdzie

AI i BI sa
↪
macierzami q× q powsta lymi z A i B poprzez wybór kolumn/wierszy o numerkach ze zbioru

I ⊂ {1, 2, . . . , n}.

Algebra Clifforda

5.7 Niech φ be
↪
dzie forma

↪
kwadratowa

↪
na V . Algebre

↪
Clifforda Cl(Q) wraz z przekszta lceniem ι :

V → Cl(Q) definiujemy przez wa
↪
sność uniwersalnaa

↪
: Niech A be

↪
dzie algebra

↪
z 11, oraz niech f : V →

A be
↪
dzie przekszta lceniem liniowym spe lniaja

↪
cym f(v)2 = Q(v)11. Wtedy istnieje dok ladnie jedno

przekszta lcenie algebr f̃ : Cl(Q)→ A takie, że f = f̃ ◦ ι.

5.8 Konstrukcja Cl(Q) jest ilorazem algebry tensorowej podprzestrzeń liniowa
↪
rozpie

↪
ta

↪
przez tensory

T1 ⊗ v ⊗ v ⊗ T2 −Q(v)T1 ⊗ T2.

5.9 Algebry zewne
↪
trzne sa

↪
przyk ladem algebr Clifforda: wystarczy wzia

↪
c Q = 0.

5.10 Baza algebry Clifforda, ei1ei2 . . . eiq indeksowana wszystkimi cia
↪
gami rosna

↪
cymi. Sta

↪
d dimCl(Q) =

2dimV

5.11 C i H jako algebry Clifforda.

5.12 Niech Cl(k) = Cl(Rk, (−forma standardowa)), oraz niech A[n] oznacza algebre
↪

macierzy o

wspó lczynnikach z A. Mamy

Cl(0) = R

Cl(1) ' C

Cl(2) ' H

Cl(3) ' H⊕ H

Cl(4) ' H[2]

Cl(5) ' C[4]

Cl(6) ' R[8]

Cl(7) ' R[8]⊕ R[8]

Cl(8 + k) ' Cl(k)[16] (Periodyczność Botta)
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