GAL*, konspekt wykladéw: Przestrzenie liniowe z iloczynem
skalarnym

2014 r.
Notatki zawieraja odsytacze do podrecznikéw [Kos|=Kostrikin, [Tor]=Torunczyk.

[Kos roz. 3|, [Tor V]. Material mniej standardowy jest opisany dokladniej.

1 TIloczyn skalarny, przestrzenie euklidesowe [Kos roz 3, §1]
1.1 Ortogonalizacja Grama-Schmidta w czesci o formach dwuliniowych.
1.2 Dtugo$é wektora czyli norma, formalne wlasnosci normy.
1.3 Cwiczenie: Czy norma w przestrzeni £f pochodzi od iloczynu skalarnego?

1.4 Nier6wnosé Schwartza: |(«, 8)| < ||a|| - ||8]]-
Dow: Rozwazy¢ funkcje kwadratowa A — || a + 3| > 0.

1.5 Definicja cos(£ (e, 3)) 1 |sin(£L(a, B))].

1.6 Twierdzenie kosinuséw.

1.7 Nierownosé trojkata.

1.8 Kazdy uktad niezerowych wektoréw parami ortogonalnych, jest liniowo niezalezny.

1.9 Kazdy uklad niezerowych wektoréw parami ortogonalnych mozna uzupetié do bazy ortogonalnej
w przestrzeni skoniczenie wymiarowe;j.

( Powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe w przestrzen nieskoniczenie wymiarowej, patrz uktady zupekne.)

1.10 Jesli A ={aq,aa,...,a,} jest bazaa ortogonalna to dla dowolnego 5 € V

6 — zn: (/Baai') .
i=1 !

(O‘"O‘)

Gdy baza jest ortonormalna to
n

B=> (B i),
=1

(2

1.11 W przestrzeniach nieskorniczonego wymiaru rozwazamy uklady zupele {aq, a9, ..., }, tzn takie,
ze
VieN (B,a;) =0 = =0.
Np wektory ¢; € £2.

027r f(t)g(t)dt, podprzestrzen

1.12 Wazny przyklad: V = C(S') z iloczynem skalarnym (f,g) =
W = Wielomiany trygonometryczne. Baza ortogonalna W sa funkcje 1, sin(nt), cos(nt) dla n € N;.
Ponadto W+ = {0}. Otrzymujemy przyklad zupemego ukladu wektoréw, ktéry nie jest baza w sensie

algebry liniowe;j.



1.13 Cwiczenie: Inne przyklady ortonormalnych ukladéw zupemmych.

a) wielomiany Legendra P,, = Q%n!c% ((t2 — 1)”) ze wzgledu na iloczyn skalarny (f,d) f f(t)
b) wielomian Czebyszewa T,, (Czebyszewa speia cos(nz) = T),(cos(x))) ze wzgledu na iloczyn skalarny

1 f()g(t)
fl V11— t

c), d) ... wielomiany Hermite’a, wielomiany Laguerre’a ...

1.14 Jesli mamy zupely uklad wektoréw ortogonalnych A = {a;,a9,...,} C V to z dowolnym

B € V stowarzyszamy szereg

oo
(Ba Oéi)
B~ ;.

2 (anan)™
Np dla V = C(S') otrzymujemy szereg funkcji, ktéry nie musi by¢é zbiezny punktowo (ponadto sa inne
rodzaje zbieznosci, patrz analiza Fouriera). Oczywiscie jesli wszystkie wyrazy szeregu sa zerowe, to
B =0.
Objetosé¢ [Kos roz.4 §3.2,]

1.15 Objetosé réwnolegloscianu Vol(ay, ag, ..., ar) = \/det G(ai, ag, ..., ax) gdzie Gij = (i, a;)
(Jesli o, ag, . . ., oy sa liniowozalezne, to det G = 0, w przeciwnym przypadku det G > 0 bo to macierz

iloczynu skalarnego w bazie «;).
1.16 Dla k = 2 wzdr na pole trojkata ||aq|| - [|ai]| - | sin(£ (a1, a2))].

1.17 Odleglosé a € V od podprzestrzeni liniowej W C V' definiujemy jako min{|la — || | 8 € W}.
Minimum jest osiagniete jesli o = v + By, v € W bo |ja — 8|12 = ||y + Bo — BII> = ||7]|*> + 1160 — BlI>.

1.18 Objetos¢ speknia
(i) Vol(an) = [|onl]|

(2) Vol(ay,ag,...,ap) = Vol(ag, g, ...,ax_1) - h gdzie h jest odlegloscia oy, od lin{ay, ag, ..., ax_1}.

1.19 Dla k = n dostajemy Vol(ai,as,...,an) = |det a1, ag,...,ay]]. Stad interpretacja geome-

tryczna wyznacznika.

2 Iloczyn wektorowy, przestrzenie euklidesowe

2.1 Tloczyn wektorowy: Dane ai,as,...,an—1 € V, dim(V) = n. Definiujemy funkcjonat

ﬁ — det [051,052, e, Qp, B]
Poniewaz V' ~ V* za pomoca iloczynu skalarnego, wiec istnieje v € V taki, ze dla kazdego
det [Cll, ag, ... 7an—17/8] - (77/6)

Definiujemy a1 X ag X + -+ X a1 1= 7.

2.2 Wtiasnosci
(i) v Llin{a1,a2,...,an_1}
(11) |7‘ = VOl(ala a2, ... 7an71)
(iii) jesli wektory aq, g, ..., a,—1 sa liniowo niezalezne, to baza aj,as,...,an—1,7 jest dodatniozori-

entowana.

Te wlasnosci definiuja 7.



2.3 Dla n = 3 mamy dobrze znany iloczyn zadany wzorem ze szkoty:

ay ag as
(a1,a2,a3) x (by,b2,b3) =det | by ba b3
€1 €2 €3

2.4 7 definicji w R® mamy
(a@xB,7) = (v xa,B) = (8 x7,a) = detla, 5,7].
2.5 Cwiczenie: ||a x b2+ (a,b)? = ||a||2||b]|%.

2.6 Patrz zadania z §9 http://duch.mimuw.edu.pl/%7Eaweber/zadania/gal2013w/gal2all.pdf

Przestrzenie euklidesowe

2.7 Metryka w zbiorze X, czyli odleglo$¢ pomiedzy punktami: d : X x X — Rxq:
dlz,y) =0 <= z=y
d(z,y) = d(y,x)
d(z,y) + d(y,z) > d(z, 2)

2.8 Pojecie izometrii i izometrycznego wlozenia.

2.9 Przestrzenia euklidesowa nazywamy przestrzen afiniczng £ nad R z iloczynem skalarnym w TE.

W przestrzeniach euklidesowych mamy odleglosé d(p, ¢) = ||w(p, ¢)||-

2.10 Niech po,pi1,...,pn € E bedzie baza punktowa. Wtedy odleglosci d(q,p;) dla i = 0,1,...n

wyznaczaja q jednoznacznie.

Przeksztalcenia

2.11 Rzutowania i symetrie. Niech F' C E bedzie skoriczenie wymiarowa podprzestrzenia przestrzeni
euklidesowej. Wtedy TE =TF é (TF)*. Niech p € F oraz niech +; bedzie baza ortonormalna TF.

— Rzut na F wzdhuz (TF)* jest zadany wzorem

k

(@) =p+>_(vw(p ),

i=1
— Symetria wzgledem F wzdtuz (TF)l jest zadana wzorem

k

m(q) =p—wp,9) +2Y (v (P, q)i-
=1

2.12 Izometie. Niech dim F < oo. Ponizsze warunki sa rownowazne:
1) f zachowuje odlegtosé tzn d(p,q) = d(f(p), f(q)) (nie zaktadamy afinicznosci),
2) f: E — E jest przeksztalceniem afinicznym zachowujacym odleglosé,

3) f: E — FE jest przeksztalceniem afinicznym, takim ze Df : TE — TE zachowuje iloczyn skalarny.

Dow 1)= 2): Niech pog,p1,...,pn bedzie baza punktowa E taka, ze wektory «; = w(po,p;) sa
ortonormalna baza TE. Wykazujemy, ze 5; = w(f(po), f(pi)) tez jest baza ortonormalna. Mamy

1Bil1* = d(f(po), f(pi))® = d(po,p:)* = 1 oraz dla i # j mamy [|8; — B;|[* = d(f(p)), f(p:))® =



d(py, pi)? = 2. Stad (B, Bj) = 0. Niech g bedzie przeksztalceniem afinicznym zadanym na bazie punk-
towej g(p;) = f(pi). Przeksztalcenie Dg;TE — TE zachowuje iloczyn skalarny, wiec g zachowyje
odlegtosé. Zatem ze wzgledu na 2.10 dla dowolnego ¢ € E mamy f(q) = g(q).

2.13 Ogodlniej rozwaza sie izometryczne wlozenia f: F — F.
2.14 Przyklady: przesuniecia, obroty, symetrie.
2.15 Produkt przestrzeni afinicznych i euklidesowych.
2.16 Niech dim F¥ < co. Dla kazdej izometrii f : ' — E istnieje rozklad E na produkt przestrzeni
E=FE xFEyx---x FE,
dim(E;) = 1 lub 2 taki, ze rozklad przestrzeni stycznych jest ortogonalny
TE=TE, & TE;, & ... & TE,
oraz f jest produktem przeksztalcen f; : F; — F;, tzn

f(x1, 20, ... o) = (fi(21), fo(22), ..., fr(2k)) s

gdzie f; jest przesunieciem, symetria lub obrotem.

Dowdd w dalszej czesci wyktadu

2.17 Klasyfikacja izometrii R? i R3.

3 Przestrzenie unitarne [Kos roz 3, §2]
3.1 Formy pdltoraliniowe.
3.2 Jedli M = M(¢) = (¢(g4,€;)) macierz formy ¢ w bazie standardowej, to ¢(X,Y) = XTMY.
3.3 Formy symetryczne ¢(v,w) = ¢(w,v). Wtedy M(¢) = WT.

3.4 Dla przestrzeni wektorowej nad C rozwazamy iloczyn hermitowski, to forma pdltoraliniowa,

symetryczna, niezdegenerowana, dodatnio okreslona, oznaczana przez H (v, w) lub (v, w)).

Z) jest iloczynem hermitowskim? Udowodnié¢

3.5 Cwiczenie: czy ¢ zadane przez macierz ( . 9
—i

kryterium Sylvestera dla form péttoraliniowych.
3.6 Standardowy iloczyn hermitowski (a1, a2, ...,an), (b1,b2,...,bn)) = > 14 aib;.

3.7 Ortogonalizacja G-S w przestrzeni unitarnej:

i—1
R =Y
e 28
1
’Yi—mﬁi

(uwaga na kolejnos¢ (o, 5;))).



3.8 Grupa unitarna U(n) = {A € GL(C")|A A= I}. Piszemy tez A* = ZT, wtedy dla A € U(n)
mamy A~! = A*.

3.9 W grupie GL(C") mamy GL(R")NU(n) = O(n).
3.10 Z ortogonalizacji G-S mamy rozktad Iwasawy KAN dla macierzy zespolonych.
GL(C") =U(n) - (R})" - {gbrnotréjkatne z jedynkami na przekatnej}.

Rozktad ten jest jednoznaczny.

Operatory w przestrzeniach z iloczynem hermitowskim, [Kos, roz.3 §3]
3.11 Zakladamy, ze V = C", rozwazamy standardowy iloczyn hermitowski, M (¢) = I.

3.12 A:V — V jest operatorem unitarnym, jesli zachowuje iloczyn hermitowski, tzn (A(«), A(5)) =
{a, B) dla dowolnych wektoréw a, 8 € V. Wtedy (gdy dim(V) < 0o) mamy A* = A~1. We wspéhrzednych

ortonormalnych: macierz operatora nalezy do O(n) ( U(n) ).

3.13 Cwiczenie: A jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy jest izometria, tzn zachowuje ||a|] =
Vi a).

Operatory unitarne i ortogonalne

3.14 Definicja operatora unitarnego/twierdzenie: V = C" - przestrzen ze standardowym
iloczynem skalarnym/hermitowskim, A € End(V'). Nastepujace warunki sa réwnowazne.
1) Vo, B €V (Ala), A(B)) = (o, B) tzn. A zachowuje iloczyn skalarny
2) Va € V ||A(a)|| = ||a|| tzn A zachowuje norme
3) Macierz operatora jest unitarna A € U(n), tzn A*A = 1.

3.15 Wartoéci wlasne operatora unitarnego maja modut 1.
3.16 Przestrzenie wlasne sa ortogonalne
3.17 Jedli W C V niezmiennicza, to W tez niezmiennicza.

3.18 Dla operatora unitarnego A istnieje baza unitarna, w ktérej jego macierz jest diagonalna. W

zapisie macierzowym: istnieje C' € U(n) t.z.
A=CDC™, D =diag(e, e, . .. e'n).

3.19 Dla operatora ortogonalnego f : R™ — R™, istnieje baza ortonormalna taka, ze A = M(f) ma

. . . . (cos(t) —sin(t) : ) .
macierz blokowo-diagonalna z blokami 2x2 postaci (sin 1) cos(t) lub z blokami 1x1: (1) i (-1).

Dowéd. Rozwazamy przeksztalcenie unitarne fo : C* — C" zadane przez ta sama macierz A. Istnieje
baza unitarna zlozona z wektoréw wlasnych. Dla wartosci wlasnej u ¢ R zakladamy, ze jesli « jest
wektorem bazowym, to @ tez nalezy do bazy (ma on wartos¢ wlasna ). Bierzemy baze rzeczywistej
podprzestrzeni R" Nlin{a, @} zlézong z wektoréw 51 = %(a +a), B2 = %(a —@a). Otrzymujemy baze

ortogonalna.



3.20 Cwiczenie: Grupe izometrii zachowujacych orientacje w R™ oznaczamy przez SO(n). Znalezé

ciagla bijekcje SO(3) ~ RP3.

3.21 Cwiczenie: Izometria R* dana jest przez macierz

L1 1 _1

2 2 2 2
1 D S §
2 2 2 2
i1 1 _1
2 2 2 2
i1 _1 1
2 2 2 2

Zmalez¢ blokowa diagonalizacje.

4 Izometrie afiniczne, operatory samasprzezone, klasyfikacja kwadryk
[Kos roz.4 §3]

4.1 Przypomnienie: Kazde izomorfizm afiniczny f : K — K™ mozna przedstawi¢ jako zlozenie
f=trqoDf =Dfotrg,

gdzie tr, oznacza przesuniecie. Ponadto f(vy) = a+ Df(y) = Df(8+ ), wiec a = Df(B).
Struktura mnozenia w grupie izomorfizméw afinicznych Af f*(K") = K" x GL(K") (produkt pdlprosty
G x H w sytuacji gdy H dziala na G)

(a,g) o (B,h) = (a+ g(B), gh).

4.2 Rozwazamy przestrzenie euklidesowe R™. Przeksztatcenie f jest izometria afiniczna wtedy i tylko
wtedy, gdy Df € O(n).

4.3 Dowdd tw (2.16), tzn dla kazdej izometrii f € Af f(R™) znajdujemy rozklad na produkt R" = [[ V;
(i odpowiadajacy mu rozklad na ortogonalna sume prosta przestrzeni stycznych), gdzie dim V; < 2, oraz

f zachowuje ten rozklad. W kazdej V; izometria f jest albo obrotem, albo symetria, albo przesunieciem.

4.4 Cwiczenie: Kazda izometria przestrzeni euklidesowej jest postaci trog = gtr., gdzie a jest wek-

torem statym dla D f, oraz przeksztatcenie g ma punkt staly. Powyzszy rozktad jest jednoznaczny.

4.5 Cwiczenie: Wiemy, ze

4 1
Df=—-17 4 4|, £([0,0,0]) = [-1,-7,2].
4

Co to za przeksztalcenie?
Operatory sprzezone

4.6 Odwzorowanie 8 — fz(-) = ((-, B)) zadaje bijekcje V' — V*. We wspélrzednych ortonormalnych:
B = (b1,ba,...,b,) zadaje funkcjonat

fa(ar,az,...,ay) = biay +boag + - + bpa .



—DlaK = R jest to izomorfizm liniowy, macierz tego przeksztalcenia w bazach A, A* to [(ai, ;)] 1<i j<dim(v)
czyli w bazach standardowych macierz przeksztalcenia jest réwna I.

— Dla K = C jest to izomorfizm antyliniowy, tzn fyg = Afs.

4.7 Dla zespolonej przestrzeni wektorowej V definiujemy nowa, przestrzenn wektorowa V. Jako zbidr
V =V, lecz jest inne dziatanie skalaréw: a ® a := @ - a. W sytuacji 4.6 mamy izomorfizm V — V*

zadany przez iloczyn hermitowski. Rozwazajac przeksztalcenie o — ({a, -)) dostajemy izomorfizm

V= (V)"

4.8 Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad R/C z iloczynem skalarnym/hermitowskim, dla wygody
oznaczanym przez (-, -),
1) Niech A : V. — V przeksztalcenie liniowe. Definiujemy forme 3-liniowa ¢ (c, 8) = (A(a),8). W
bazie standardowej ¢ ma macierz (M(A)SH)T = AT, bo (A(a),B) = (Aa)TB = oTATB. To jest
bijekcja pomiedzy przeksztatceniami liniowymi, a formami %—liniowymi.
2) Réwnie dobrze mozemy zdefiniowaé forme 3-liniowa formuta ¢a(a, 8) = (a, A(B)). Wtedy w bazie
standardowej macierz ¢4 jest réwna A. To jest inna bijekcja pomiedzy przeksztalceniami liniowymi, a
formami %—liniowymi (antyliniowa).

3) w efekcie mamy odpowiednio$é

End(V) e~ formy 3-liniowe «v End(V)

A — o = op — B
Operatory A i B spehiaja (A(«a), 5) = (a, B(B)) dla dowolnych wektoréw «, 8 € V. Méwimy, ze B jest
[— o
operatorem sprzezonym do A i oznaczany A*. Jego macierz w standardowej bazie to M(A)SsL = ar.

Konstrukcja nie zalezy od wyboru bazy ortonormalnej/unitarnej. Mamy (A*)* = A.

4.9 W przestrzeni nieskoriczenie wymiarowej mowimy, ze operatory A i B sa formalnie sprzezone jesli
zachodzi (A(«), 8) = (a, B(B)) dla dowolnych «, 8 € V. Jednak nie zawsze A wyznacza B.

Cwiczenie: niech V = C(S1), (f,g) = Js1 f(t)g(t)dt, A(f) = f(a)ll, gdzie 1 jest funkcja stale réwna

1 oraz a € S'. Wykazaé, ze A nie dopuszcza zadnego operatora formalnie sprzezonego do niego.

Operatory samosprzezone

4.10 Operator A jest samosprzezony (hermitowski), jesli A = A*. We wspélrzednych ortonormalnych:

macierz operatora jest symetryczna (ze sprzezeniem).
4.11 Wartosci wlasne sa rzeczywiste
4.12 Kazdy operator samosprzezony ma wektor wlasny.
4.13 Przestrzenie wlasne sg ortogonalne
4.14 Jesli W jest podprzestrzenia A-niezmennicza, to W= tez.

4.15 Twierdzenie spektralne. Jesli A jest operatorem samosprzezonym w przestrzeni skonczonego

wymiaru, to istnieje baza orogonalna, w ktorej operator ma macierz diagonalna, o wyrazach rzeczy-

wistych. Rozklad
V- @

AESpec(A)

7



jest ortogonalny.

4.16 Cwiczenie: zlozenie operatoréw samosprezonych jest smosprzezone wtedy i tylko wtedy gdy sa

one przemienne.

4.17 Kazda rzeczywista macierz symetryczna A da sie zapisaé¢ jako CDC™!, gdzie C' € O(n), tzn
C~' =CT, a D jest diagonalna.

4.18 To samo dla zespolonych: Jedli A = A*, to CDC™!, gdzie C € U(n).

4.19 W przestrzeni nieskonczenie wymiarowiej wiemy jedynie, ze przestrzenie wlasne operatora for-

malnie samosprzezonego sa ortogonalne.

4.20 Cwiczenie: Niech V = C>(S1). Sprawdzi¢, ze operator A(f) = —f” jest samosprzezony. Jakie

jest spektrum? Udowodnié
1

B v ={o.

AESpec(A)

4.21 Cwiczenie: Podaé przyktad operatora A, ktéry jest formalnie samosprzezony oraz

1L

B w| #{o.

AeSpec(A)

Wsk: Niech V' przestrzen funkcji na Z o skoniczonym nosniku
V={f:Z— C|3IM R takie, ze |n| > M = f(n)=0}

z iloczynem hermitowskim (f,g) = Y00 f(n)g(n) oraz A(f)(n) = 3(f(n —1) + f(n +1)).
Kwadryki w przestrzeni euklidesowej
4.22 Whniosek z diagonalizacji: dla kazdej macierzy symetrycznej @) istnieje macierz ortogonalna C,

taka, ze CTQC jest diagonalna. Zatem dla danej formy kwadratowej g(z) w przestrzeni z iloczynem

skalarnym. Istnieje ortonormalny uktad wspélrzednych {y;(z)} taki, ze q(z) = Y a;y?.
4.23 Kierunki osi gléwnych kwadryk, to kierunki wlasne stowarzyszonego operatora samosprzezonego.

4.24 Kanoniczne formy kwadryk. Kazda kwadryke w przestrzeni euklidesowej mozna sprowadzié¢ do

postaci kanonicznej za pomocy izometrii:

k+£

= o 7
(1) Zg— > 5=1 (k+£<n)
=1 i=k+1
k 2 k+¢ 2
(2)29—2920 (k+¢€<mn),
=1 1 i=k+1 ?
k ZL‘2 k+¢ fL'2
B) D F— D =2 (k+l<n)
i=1 v  j=k41 ¢

Liczby a; w (1) to dlugosci osi gléwnych.



4.25 Przyklad: znalezé osie gléwne kwadryki 622 + 4y + 9y* = 100.

4.26 Cwiczenie: Srodek symetrii a kwadryki opisanej réwnaniem 27 Qz — 2Lz = C spelnia réwnanie

Qa = LT. Ktére z kwadryk w postaci kanonicznej nie mieja lub mmaja wiele $rodkéw symetrii?
4.27 Sprowadzi¢ do postaci kanonicznej za pomoca, izometrii
22 + 4oy + 4y® — x + 4y = 5.

5 Rzutowania, urzeczywistnienie i kompleksyfikacja, pewne podgrupy
G Ly, (R) [Kos roz.3 §4]

5.1 Operator jest rzutowaniem ortogonalnym jeéli A = A* i A? = A. Przestrzeri V rozpada sie na

sume prosta ortogonalnych przestrzeni ker(A) i im(A).

5.2 Twierdzenie spektralne mozna sformutowaé tak: Kazdy operator samosprzezony jest kombinacja

liniowa przemiennych rzutowan ortogonalnych.
5.3 Przestrzeri rzutowa RP" ! mozna utozsamié¢ z podzbiorem O(n) macierzy spelniajacych A% = Id
irk(A+ Id) = 1. (Prostej przypisujemy odpowiednia symetrie.)
RP" ™ ~ {A € Myun(R)| A= AT A2 = A, tr(A) =1}.
5.4 Podobnie mozna zanurzyé w Myxn(R) zbidr wszystkich podprzestreni liniowych ustalonego wymi-

aru tj. grassmannian. Otrzymujemy zbior dmokniety i ograniczony w przestrzeni afinicznej. Czyli jest

to zbior zwarty.

Zmiana ciala bazowego.

5.5 Urzeczywistnienie przestrzeni zespolonej V' ~» Vg (zapominamy o mnozeniu przez i) oraz struk-

tura zespolona J : Vg — Wp.

5.6 Jesli w V dana baza ai,an,...,0n, to a1,a0,...,0n, 100,00, . .., iq, jest baza Vi, a J ma
0 —1I
ierz blok .
macierz blokowa < I 0 )

5.7 Grupe GL,(C) utozsamiamy z podgrupa macierzy rzeczywistych 2n x 2n przemiennych z J =

0 —I . . . _[(reA —imA
(I 0 > Macierzy A € GL,(C) odpowiad macierz blokowa J = <imA re A> € GLoy(R).

5.8 Dany automorfizm przestrzeni rzeczywistej J : W — W, taki ze J?> = —Id. Wtedy W jest
parzystego wymiaru i w W mozna wrpowadzi¢ strukture przestrzeni wektorowej nad C definiujac (a +

bi)a = aa + bJ(a). Automorfizm J speliajacy J? = —Id nazywamy struktura zespolona.

5.9 Kompleksyfikacja przestrzeni rzeczywistej W to przestrzen W := W x W wraz ze struktura
zespolona J(«, f) = (—f,«). Zatem mnozenie przez z = a + bi zadane jest wzorem. (a + bi)(a, §) =
(aae — bB,af + ba).

5.10 Cwiczenie: Dla przestrzeni zespolonej V' mozna wskaza¢ izomorfizm nie zalezny od wyboru bazy

(V]R)(C ~V SP) V



5.11 Przyporzadkowania V' +— Vg dla przestrzeni zespolonej (i V' — Vi dla przestrzeni rzeczywis-
tej) sa funktorialne, to znaczy, ze dla A : V. — W mozna zdefiniowa¢ A : Vg — Wg, tak ze
(AB)r = ArBp (podobnie dla kompleksyfikacji). Ponadto mamy dla V' przestrzeni liniowej nad R i
W, przestrzeni liniowej nad C:

Le(Ve, W) = Lr(V, WR),

gdzie L (A, B) oznacza zbiér funkcji K-liniowych A — B. Méwimy, ze funktory
Ve Te i W= Wg

sa dotaczone.

Patrz: kategorie i funktory np http://www.mimuw.edu.pl/%7Ejarekw/SZKOLA /algebra2star /seria2.pdf

5.12 Niech Sp,(R) oznacza podgrupe G L(R?*") automorfizméw zachowujacych forme symplektyczna,

zadana przez J,
w(v,w) = (v, Jw),

tzn takich A, ze dla kazdej pary v, w € R?" mamy w(¢(v), ¢(w)) = w(v,w).

5.13 W grupie G Lg,(R) mamy podgrupy
O(2n) = {A € GLo,(R)|ATA = I},
Spn(R) = {A € GL2,(R) | ATJA = J},
GL,(C) ={A € GLy,(R)| AJ = JA},

Przeciecie dwu z powyzszych grup jest zawarte w trzeciej.

5.14 Cwiczenie: dla operatora zespolonego det(Ap) = | det(A)[2.

6 Iloczyn hermitowski cd, rozklad biegunowy, kwaterniony

6.1 Jesli (v, w)) jest iloczynem hermitowskim na V', to na V forma (v, w) = re((v, w)) jest iloczynem
skalarnym, a w(v,w) = im{(v,w)) jest forma symplektyczna. Obie te formy sa J niezmiennicze, oraz

w(v,w) = (Jv,w).

6.2 U(n) = 0(2n) N Sp(n) = O(2n) NGL(C™) = Sp(n) N GL(C™).

Operatory samosprzezone dodatniookreslone [Kos roz.3, §3.6]

6.3 Nieujemnie okreslone operatory samosprzezone: (Bz,z) = (x, Bx) > 0. Dla kazdego operatora
samosprzezonego nieujemnie okreslonego istnieje ,,pierwaistek”, tzn operator samosprzezony, nieujemnie

okreglony P, taki, ze P2 = B. Na podprzestrzeni wlasnej Vy operator P jest réwny v/\.
6.4 Przyklad: B = A*A dla pewnego operatora A.

6.5 Cwiczenie: Niech V = C>(S1). Sprawdzi¢, ze operator A(f) = —f" jest nieujemnie okreslony

samosprzezony. Jakie jest spektrum? (Jest on postaci B*B.)
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6.6 [Kos roz.3, §3.9] Rozktad polarny (biegunowy): kazdy operator A da sie zapisaé¢ jako zlozenie
Q P, gdzie @ nalezy do O(n) (lub U(n)), P jest nieujemnie okreslony.
Dow: Jedli A odwracalny P = (A*A)%, Q=AP1 QQ* = (AP ) (P71A*) = A(A*A)1A* =T
Dla nieodwracalniego A rozwazamy A, = A + el. Dostajemy A, = Q.P.. Mozna wybraé¢ cag €, — 0,

taki, ze Qe, jest zbiezny.
6.7 Uwaga: nazwa od rozkladu polarnego liczby zespolonej (tzn dimV = 1)

6.8 Operator P jest jednoznacznie wyznaczony (réwny (A*A)%), a jesli A jest odwracalny, to Q tez

jest jednoznacznie wyznaczony.

6.9 Podsumowanie twierdzen o macierzach kwadratowych M € M, x,(K), dla K = C (oraaz wersje
rzeczywiste)
- tw Jordana
- rozklad KAN dla odwracalnych M: M = KB, K € U(n), B gérnotréjkatna
- rozktad polarny M = KP, K € U(n), P = P*
- diagonalizacja w bazie ortonormalnej operatoréw unitarnych (blokowa nad R),
- diagonalizacja w bazie ortonormalnej operatorow samosprzezonych - wartoéci wlasne rzeczywiste
- { antysamosprzezonych (tzn gdy M* = —M, Cwiczenie) - wartosci wlasne urojone

- rozktad Choleskiego macierzy symetrycznych dodatnio okreslonych

6.10 Cwiczenie: Dane 0 < k < n. Niech A € End(R™) zachowuje objetosé¢ réwnolegloscianéw

k-wymiarowych. Pokazaé¢, ze A jest izometria,

Kwaterniony [Tor V, §5.4-6]

6.11 SU(2) ~ S3 (pierwsza kolumna jest dowolnym wektorem jednostkowym w (a,b) € C2, a druga
postaci (—b, @)

6.12 Niech
1:<(1) 2) iz(é —Oz> j:(—ol (1)) k:(? (Z)>
Zbiér {1, £i, £j, £k} jest grupa ze wzgledu na mnozenie macierzy:
iZ=j=k*= -1, ij=—ji=k, jk=-kj=i, ki=—ik=j.
6.13 Przestrzen kwaternionéw (H od Hamiltona)
H = ling{1,1,j,k}

oraz kwaterniony czysto urojone
imH = ling{i, j, k}.
%99

Tak jak poprzednio z* oznacza Z'. Dla kwaternionéw czysto urojonych z* = —z. ,,*’ nazywamy

sprzezeniem kwaternionowym.
6.14 Mamy (zy)* = x*y*, bo to zachodzi dla bazy pochodzacej z Msx2(C).
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6.15 Dla z € Hmamy x-x* € Ry. Definiujemy ||z|| = vz - 2*. Dlax = al+bi+cj+dk, a,b,c,d € R
mamy ||z|| = Va2 + b% + 2 + d2.

6.16 Mamy [|zy|| = [|z[| [[yll-

6.17 Algebra z dzieleniem nad K, to taka algebra nad K z jedynka, ze kazdy element rézny od 0 jest

odwracalny.

1

6.18 Kazdy kwaternion niezerowy jest odwracalny x=! = z*/||x||?, czyli kwaterniony sa algebra z

dzieleniem nad R.

6.19 Twierdzenie Freudenthala (bez dowodu): Jedyne skonczenie wymiarowe algebry z dzieleniem

nad Rto R, CiH.

6.20 Kwaterniony o normie jeden to macierze speliajace za* = 1. Zatem to sa macierze z SU(2).
Stad H = Ry - SU(2) U {0}.
7 Kwaterniony i czasoprzestrezn

7.1 Tloczyn skalarny w przestrzeni kwaternionéw czysto urojonych (x,y) := —re(zy).

7.2 Przyjmujemy orientacje w ¢mH, tak aby {i,j, k} byla baza dodatnio zorientowana. Dla kwater-
niondéw czysto urojonych mamy

r-y=—(x,y)+xxy.

7.3 Dla dowolnego jednostkowego kwaternionu = € SU(2) przeksztalcenie imH > y — xyz™ € imH

jest izometria. Stad otrzymujemy przeksztalcenie SU(2) — SO(3) C GL(imH).

7.4 Geometrycznie przeksztalcenie zadane przez x = cos(t)+sin(¢)¢ dla czysto urojonego kwaternionu
jednostkowego £ jest obrotem wokét £ o kat 2t.
Dow: rachunek osobno dla y € linf iy € linf+.

7.5 Powyzsze przeksztalcenie SU(2) — SO(3) jest ,,na”, 2 do 1, jadrem jest {I,—TI}.

7.6 Jeszcze sa nietaczne oktoniony O

Patrz http://math.ucr.edu/home/baez/octonions/oct.pdf

7.7 WR, C, Hi O sa speklione:

a-a*=a*-a=|al’l
(a-b)* =b"-a*
a+a*€R-1

re(a-b) =re(b- a), gdzie re zdefiniowane jako rzut na lin(1)
re(a-(b-c)) =re((a-b)-c)

otk W N =
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7.8 Zamiast ||a|| rozwazamy forme kwadratowa q(a) = ||a||?>. Forma kwadratowa zadaje iloczyn
skalarny, sprzezenie jest zdefiniowane jako symetria wzgledem lin(1), cze$¢ rzeczywista re(a) to rzu-

towanie na lin(1). Czyli wszystko jest zdefiniowane za pomoca formy kwadratowej.

7.9 Algebra Hurwitza to skoriczenie wymiarowa algebra z jedynka, niekoniecznie laczna wyposazona

w dodatnio okreslaona forme kwadratowa forme ¢ spetniajaca g(a - b) = g(a)q(b).

7.10 Tw Hurwitza: jedyne algebry Hurwitza z dzieleniem nad R (z dokladnoscia do izomorfizmu) to

R,C,HiO.

7.11 Zwiazki z polami wektorowymi na sferze: jesli w R"! jest struktura algebry z dzieleniem, to
na S” jest n liniowo niezaleznych pdl:
Dow. Wybieramy iloczyn skalarny w R"*!. Niech 1 € R"*! bedzie jedynka algebry. Dobieramy ele-
menty vy, V2, . . ., v, stanowiace baze lin{1}*. Wtedy dla kazdego g € S™ elementy g, gv1, gva, . . ., gUn
stanowia baze R"™!. Niech 7, bedzie rzutowaniem na lin{g}*. Wektory v;i(g) = my(gv;) dla i =
1,2,...n stanowia baze lin{g}*. To sa pola wektorowe na S™, ciagle w zaleznosci od g € S™ i liniowo

niezalezne.

7 tw. o zaczesywaniu sfery S? (nie ma ani jednego nigdzie nie znikajacego pola) widzimy, ze w R? nie

ma struktury algebry z dzieleniem.

Nieokreslone formy kwadratowe i ich grupy automorfizméw [Kos roz.4 §4]

7.12 Jedli forma kwadrarowa okreslona przez symetryczna macierz B, to automorfizmami tej formy

sa przeksztalcenia liniowe o mocierzy A spelniajacej AT BA = B.
7.13 Przestrzenie z forma kwadratowa typu (m,n), grupy O(m,n), SO(m,n), SO(m,n)"

7.14 Cwiczenie istnieje ciagha bijekcja O(m,n) ~ O(m) x O(n) x R™. (Jesli m # 01in # 0, to grupa

O(m,n) ma 4 sktadowe spdjne.)

7.15 Jedli zalozyé, ze nie mozemy poruszaé sie predzej niz $wiatlo, to nie mozemy przekroczy¢ ho-
ryzontu zdarzen bedacego brzegiem obszaru ||z|| < c|t|. Horyzont zdarzen jest opisany réwnaniem

2t2 2 2

kwadratowym q(t,z) = c*t>—z3—23—2% = 0. Zmiany ukladu wspéhrzednych typu 2’ = f(x)+at (uklad

poruszajacy sie) musza zachowywaé horyzont zdarzen. Jesli a = 0, to f ma by¢ izometria. Sugeruje to,
ze powinnismy rozwazaé przeksztalcenia liniowe czasoprzestrzeni zachoujace forme kwadratowa g. Dla

uproszczenia przyjmujemy ¢ = 1.
Grupa O(1,1)
7.16 Najpierw rozwazmy przestrzen jednowymiarowa, czyli czasoprzestren ze wspéhrzednymi (¢, x) z

forma kwadratowa t2 — 2. Grupa O(1, 1) sklada sie z macierzy postaci <Z 1;)), takich, ze u2 —v? =1
oraz (u,v) ~ (z,w). Mozna przyjac u = £ cosh()\), v = £ sinh(\).

7.17




7.18 Wniosek SO(1,1)" ~ R-( z dzialaniem mnozenia.

t 1 _
7.19 Niech <x[())> =A (0> Predkos¢ definiujemy jako v := 32 Z,tg = Z;;} Mamy |v| <1 =:c.

_ J1—v ata”l _ 1 a—a”l _ v
St@d a = 1+v° 2 - V102 2 = V1o

/
7.20 Podstawiajac do transformacji <i,> =A <t>

T
o t+ox o = T+ vt
V1402 V1—02
t' — v’ ' — ot
= —— r = —F——.
V1402 V1 -2
7.21 Cwiczenie: Jedliby ¢ # 1, forma kwadratowa c?t? — 22, to
v t+vx/c? , x4 vt
= = .
V1—v2/c? V1—0v2/c?
7.22 Odleglo$¢ zmienia sie zgodnie ze wzorem |2} — xh| = |\9E/11%:222‘ dla t; =ty
7.23 Podobnie czas |t] — th| = ‘\t/ll__% dla 21 = o
/1 I lmi—a) I — |-t
7.24 Jesliby ¢ # 1, to |z] — ab)| Wyt |th — t5] s
7.25 Cwiczenie: wyprowadzi¢ wzér na skladanie predkosci v = %

7.26 Czasoprzestrzein R* z forma typu (1,3). Badamy grupe SO(1,3)" to skladowa identycznosci
SO(3,1) (te przeksztalcenia, ktére dadza sie w sposéb ciagly zdeformowaé do Id. (Inna nazwa: wlasciwa

grupa Lorenza.)
7.27 Niech V' C M (2 x 2;C) zbiér macierzy hermitowsko symetrycznych tzn X = X*,
Y < t—i—a?l $2—i$3)'
Tr9+1x3 t— a7
Forma kwadratowa: q(A) = det(A) = t? — 23 — 23 — 3. Utozysamiamy czasoprzestrzen ze zbiorem

operatoréw samosprezonych w C2

8 Grupa Lorentza

: ey — cosh(t) sinh(t)
8.1 Mamy izomorfizm S0(1,1)" ~R, ¢ <sinh(t) cosh(t) )’

Pokazemy, ze L1 := SO(1,3)" ~ PGLy(C) = SLy(C)/{£I}

8.2 Przestrzen V rozpada sie na podzbiory zachowywane przez SO(1,3)"
— zera formy ¢ tzn stozek sSwiatta
— g < 0 tzn tam wartosci wlasne X maja rozne znaki

— dwie skladowe ¢ > 0 tzn tam wartosci wlasne X maja takie same znaki (stozek dodatni i ujemny)
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. 1 .
8.3 O$ czasowa V to V; = lin { < O) }, a cze$¢ przestrzenna to

01

wem{(s 2090 )

(to sa macierze Pauliego, mnozac przez i dostajemy bazowe kwaterniony).

8.4 Czei¢ przestrzenna jest opisana réwnaniem ¢ = tr(X) = 0.

8.5 Grupa SLy(C) dziala na V przez: A-X := AXA*. Podgrupa SU(2) zachowuje wspdhrzedna
czasowa. Odpowiada to zamianom ukladu wspétrzednych z predkoscia 0.
Dow: tr(AXA*) =tr(XA*A) = tr(X) dla kazdego X.

8.6 Jesli A zachowuje wspdhrzedna czasowa t, to A € SU(2). (Z réwnosci A*IA € RI wynika, ze
A*A =1, wiec A€ SU(2).)
SU((2) < SLsy(C)
8.7 To dzialanie zgadza sie z dzialaniem na imH =1V, ~ ‘ e
imH < v
8.8 Otrzymane odwzorowanie SLs(C) — SO(1,3)" jest ,na”, 2 do 1, ker = {£I}.
Dow: sprawdzamy, ze jadro tego odwzorowania, to £+1 i liczymy wymiary (stopnie swobody) w obu gru-
pach (wychodzi 6) i korzystamy z ogdlnej wlasnosci grup (grup Liego): jesli grupy maja réwny wymiar,
a jadro odwzorownia jest skoniczone, to obraz zawiera cala sktadowa identycznosci. (Nie dowodzimy

tego twierdzenia, elementarny dowdéd epimorficznosci moze by¢é traktowane jako Cwiczenie).

8.9 Definiujemy przestrzen Lobaczewskiego A jako zbidr prostych w stozku dodatnim [Kos roz.7 §5].
Czyli A C P(V) jest zawarta w mapie afinicznej t # 0. We wspdhrzednych w; = x;/t zbiér A jest opisany

nieréwnoécia u? + u3 +u3 < 1.
8.10 Przestrzen Lobaczewskiego utozsamiamy tez z
H = {A € Mayo(C)|A = A%, tr(A) > 0, det(A) = 1} ~ {(t,z1, 22, 23) € R}t > 0,12 —2? — 22 — 22 =1}

8.11 Dziatanie SO(1,3)" na A jest
— przechodnie (tzn jest jedna orbita, tzn Vz,y € A 3g € SO(1,3)T 2 =g -vy)
— stabilizator (=grupa izotropii, = grupa stacjonarna) kazdego punktu jest izomorficzny z SO(3)
Dw: Utozsamiamy A z H C May2(C). Pokazemy, ze dzialajac SLo(C) kazda macierz X przeksztalcimy
na I. Macierza z SU(2) doprowadzamy X do postaci diagonalnej (twierdzenie spektralne) diag(a,a™1).
Wyrazy na przekatnej sa > 0, bo X € H. Teraz za pomoca A = diag(a—'/?,a'/?) doprowadzamy do
1. Stabilizator liczymy dla X = 1.

8.12 W kazdym punkcie p € H C R* forma kwadratowa —t? 4+ 22 4 23 + z3 obcieta do przestrzeni
stycznej do H jest niezdegenerowang forma dodatnio okre$lona. Definiunje ona geometrie hiperboliczng.

(W dim=2 patrz dysk Poincaré.)

8.13 Cwiczenie: dla kazdego X € H znale$¢ formule na norme w przestrzeni stycznej do H. Wyrazié

ja we wspélrzednych u; = x; /(1 +¢). (Odp: ||v||, = ﬁHUH dlaveT,H.)

8.14 Cwiczenie: opisaé orbity dziatania SLy(C) na calej P(V).
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