GAL*, konspekt wykladéw: Endomorfizmy

11 marzec 2014
Notatki zawieraja odsylacze do podrecznikéw [Kos]=Kostrikin, [Tor|=Torunczyk.

Materiatl mniej standardowy jest opisany dokladniej.

1 Ciala, wyznaczniki
1.1 Przypomnienie aksjomatéw ciata. Wprowadzenie pojecia grupy i pierscienia.

1.2 Ciala Q, R, C i ciala posrednie np. Q(v/2), Q(v/2), Q(r). Ciata Zp =T, (p-liczba pierwsza).
Np. Q(v/2) ~ Q ® QV?2 jako przestrzenie liniowe.

1.3 Ciala funkcji wymiernych K(X), K(X1, Xo,..., X,)
1.4 Przyktad: Q(X) ~ Q(n)
1.5 Kazde ciao zawiera najmniejsze podciato. jest ono izomorficzne z F, lub Q.

1.6 Charakterystyka ciala char(K) = p jesli K zawiera cialo izomorficzne z F),, w przeciwnym razie

char(K) = 0.

1.7 Ciala skoniczone. Twierdzenie: ilo$¢ elementéw ciala skonczonego jest rowna p", gdzie p jest

liczba pierwsza, a n liczba naturalna.

1.8 Twierdzenie (bez dowodu) dla kazdej liczby pierwszej p i n € N istnieje cialo o p™ elementach.
Jest ono jedyne z dokladnoscia do izomorfizmu. Kazdy element tego ciala spelnia réwnanie 2P" —z = 0.

. . . 7 . 7. . . ’
Innymi stowy wielomian 2" — x w ciele Fp» ma p" réznych pierwiastkow.

1.9 Przyktady:
Fy = F9 @ o a, gdzie a spelia a?+a+1=0
Fg = Fy @ Foa @ Fa a?, gdzie a spehia ad+a+1=0
Fg=...,Fo7=....

1.10 Ogodlna metoda: niech F bedzie cialem skoriczonym o ¢ elementach, a f € F[X] nierozkladalnym
wielomianem stopnia n. Wtedy przestrzen liniowa reszt z dzielenia przez f w F[X] z dzialaniem

mnozenia modulo f jest cialem o ¢" elementach.

Wyznaczniki [H. Toruriczyk, Notatki z wykltadéw IV]

1.11 Twierdzenie o jednoznacznosci wyznacznika: jesli funkcja D : M, (K) — K spehia
1) Jest liniowa ze wzgledu na kazdy wiersz (kolumne),
2) Jedli dwia wiersze (kolumny) macierzy sa réowne, to F/(A) =0
3) D(I) =1
to D(A) = det(A) dla kazdej macierzy A.



1.12 Funkcja spehiajaca 1) i 2) w twierdzeniu powyzej nazywa sie alternujaca ze wzgldu na wiersze

(kolumny).

1.13 1) i 2) implikuje

2’) Jesli w macierzy A zamieni¢ dwa wiersze (kolumny) to znak D(A) zmienia sie.

1.14 Jesli charakterystyka ciala nie jest réwna dwa to 1) i 2’) implikuje 2).

2 Orientacja, przestrzenie ilorazowe

Orientacja [Tor IV §4.2] Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa skoriczonego wymiaru nad R. Rozwazamy
rézne bazy V. Mowimy, ze baza A jest zgodna z B jesli det M E(I d) > 0. To jest relacja réwnowaznosci

w zbiorze baz.
2.1 Sa dwie klasy abstrakcji: Jesli A £ BiB A C to A~C.
2.2 A ~ B wtedy i tylko jesli istnieje ciagla rodzina baz Ay, t € [0,1] taka, ze Ag = Ai .4 = B.

2.3 Cwiczenie: Jedli V jest przestrzenia zespolona, przez Vg rozumiemy przestrzen wektorowa rzeczy-
wsta, réwna V' jako zbidr, jedynie zapominamy o mnozeniu przez liczby urojone. Niech ¢ : V — V

bedzie liniowym izomorfizmem. Wykazaé, ze ¢ przeprowadza dowolna baze¢ Vg na baze zgodna.

Przestrzenie ilorazowe [Kostrykin I.2.6] i kategoryjne definicje

2.4 Niech W C V para podprzestrzeni. Definiujemy relacje réwnowaznosci w V: o ~ 3 jesli a — 8 €

W. Zbiér klas abstrakcji ma strukture przestrzeni liniowej. Oznaczenie V/W.
2.5 Odwzorowanie 7 : V — V/W jest liniowe, jest epimorfizmem, ker(mw) = W.
2.6 JeSH V=WaU to V/W ~U.

2.7 Jesli V jest skoriczonego wymiaru, to dim(V/W) = dim(V) — dim(W).

2.8 Twierdzenie o izomorfizmie: niech ¢ : V' — Z bedzie przeksztalceniem liniowym, wtedy istnieje

przeksztalcenie ¢ : V/ker(¢) — Z takie, ze ¢ = ¢pon. Ponadto ¢ zadaje izomorfizm V/ker(¢) ~ im(¢).

\% L im(¢) —— Z

¢

V/ker (o)
2.9 Wniosek: Jesli ¢ : V — Z jest epimorfizmem, to Z ~ V/ker(¢).

2.10 Cwiczenie: Niech A C R bedzie zbiorem domknietym oraz niech C(A) oznacza zbiér funkcji

ciagltych na S. Wtedy C(A) ~ C(R)/I(A), gdzie I(A) ={f € C(R)|Vz € A, f(z) = 0}.



2.11 Cwiczenie: udowodni¢ dla U, W C V:
U+W)/U~=W/(UNW).

2.12 Wlasnosé¢ uniwersalna ilorazu: dla kazdego przeksztalcenia liniowego ¢ : V. — Z takiego,

ze ¢ = 0 istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie ¢ takie,ze ¢ = o

V/W
//
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Wiasnoéé uniwersalna determinuje iloraz z dokladno$cia do izomorfizmu. Jedli odwzorowanie 7’ : V' —
V spelnia warunek: 7' ot = 0 oraz dla kazdego przeksztalcenia liniowego ¢ : V. — Z takiego, Ze dw =0

istnieje doktadnie jedno przeksztalcenie ¢ takie,ie ¢ = pom:
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to V! ~ V/W oraz ten izomorfizm jest zgodny z rzutowaniami «#’ : V = V'i7x:V — V/W.
Innymi slowy: wszystkie przeksztalcenia z V' zerujace sie na W jednoznacznie faktoryzuja sie przez

V/W. Wiasnoséé jednoznacznej faktoryzacji definiuje V/W

2.13 Uogodlnienie: Niech ¢ : W — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Kojadro coker(v) definiu-

jemy poprzez wlasnos¢ uniwersalna.

Mamy coker () ~ V/im(1))

2.14 Kategoryjna definicja jadra:

2.15 Cwiczenie: Kategoryjna definijcja produktu (iloczynu kartezjanskiego): Jesli V' wraz z przek-
sztalceniami 71, 7o spelia warunek dla dowolnej przestrzeni Z oraz przeksztalcen ¢1, ¢o istnieje

dok:ladnie jedno przeksztalcenie @, takie, ze ¢; = m;¢ dlav=1,2



wtedy V ~ V) x V.

2.16 Cwiczenie: Sformulowaé definicje zewnetrznej sumy proste; (koproduktu):

1%

V1 i
RN
Z < Vv
v¢1\ /zz
Va

Pokazac, ze w Swiecie przestrzeni liniowych zewnetrzna suma prosta jest izomorficzna z Vi x Vs, ale tak

nie jest w $wiecie zbioréw.

3 Endomorfizmy czyli operatory liniowe [Kos roz 2|, [Tor VI]

3.1 (Uzupelnienie.) Zewnetrzna suma prosta przestrzeni liniowych @,.; Vi. Jedli zbiér indekséw I

jest skoniczony, to @,;c; Vi ~ [, Vi
3.2 End(V), czyli algebra operatoréw liniowych. Algebra macierzy My, xy(K).

3.3 Podprzestrzenie niezmiennicze, wektory wlasne, wartosci wlasne, spektrum (widmo), przestrzen

wektoréw wlasnych odpowiadajacych jednej wartosci wlasne;j.
3.4 Przyklad: jakie sa wektory wlasne przeksztalcenia D : C*°(R) — C*°(R), D(f) = f'?

3.5 Przyklad: jakie sa wektory wiasne przeksztalcenia D : C°°(S1) — C(S1), D?(f) = f"?

1 2 2
3.6 Przyklad M(¢) = |2 1 2|, wartosci wlasne A = —1 1 A = 5, wektory wilasne dla A = —1:
2 21
(—=1,1,0), (—=1,0,1), dla A = 5: (1,1,1).
3.7 Réwnanie charakterystyczne det(M(¢) — A I) = 0 i szukanie wektoréw whasnych.
3.8 Przyklad ¢(z,y) = (z + y,x) (zwiazek z liczbami Fibonacciego).
3.9 Przyklad ¢(z,y) = (x +y,y), tu dim V; < krotnod¢ 1 w x4(x).

3.10 Przykiad ¢(x,y) = (cos(t)x + sin(t)y, —sin(t)x + cos(t)y



3.11 Cwiczenie z analizy: Niech V = C(R),
a) o(f) = ((t* — 1)f’(t))/. Sprawdzi¢, ze wielomian Legendra P, = 2%71!% ((t* = 1)™) jest wektorem
wlasnym z wartoscia wlasna n(n + 1).
b) ¢(f) =t f'—(1—t)f". Sprawdzi¢, ze wielomian Czebyszewa T, jest wektorem wiasnym z wartoscia

wilasna n?. (Wielomian Czebyszewa spelnia cos(nz) = T),(cos(z)).)

4 Endomorfizmy, cd.

4.1 Wielomian charakterystyczny x4 (t) = det(M (¢)—t I) nie zalezy od wybranej bazy. Wyraz wolny
ap to wyznacznik, wyraz a,_1 to $lad tr(¢) := tr(M(¢)) razy (—1)""L.

4.2 Dla dowolnych macierzy kwadratowych A, B mamy tr(AB) = tr(BA).
4.3 Wymiar przestrzeni wlasnej V) jest miejszy badz réwny krotnosci A w 4.

4.4 Jesli cialo jest algebraicznie domkniete, to istnieje conajmniej jedna wartos¢ wiasna i wektor

wlasny.
4.5 Jedli n jest nieparzyste, to dla kazdego przeksztalcenia liniowego R” — R istnieje wektor wlasny.

4.6 Jesli wektory a;; dlai =1, ..., k sa wlasne dla réznych wartosci wlasnych, to sa liniowo niezalezne.
W szczegdlnosei, jesli x4(t) rozklada sie na rézne czynniki liniowe, to w pewnej bazie M (¢) jest diago-

nalna. (Méwimy ¢ mozna zdiagonalizowaé.)

4.7 Jesli cialo jest algbraicznie domkniete, to istnieje baza, w ktérej M(¢) jest gérnotrdjkatna.
(Gornotrdjkatnosé M(¢) jest réwnoawazna temu, ze istnieje ciag podprzestrzeni liniowych niezmien-
niczych

0=V0cVvlcVic...cv*=V

takich, ze dim V* = i.)

4.8 Twierdzenie Cayleya-Hamiltona: x4(¢) = 0. W dowodzie korzystamy z tego, ze kazde cialo jest

zawarte w ciele algebraicznie domknietym.

4.9 Przestrzen pierwiastkowa: V(y) = {v € V |3In € N: (¢ —A1d)"(v) = 0}. (Inna nazwa: uogélniona

przestrzen wlasna.)

4.10 Twierdzeinie o rozkadzie na przestrzenie pierwiastkowe. Jesli x4(t) rozklada sie na czynniki

liniowe w K (np. K jest algebraicznie domkniete), to

V=D Vi

AESpec(p)

4.11 Lemat o wielomianach: jesli wielomiany ¢i,...,gn € K[z] nie maja wspélnego czynnika, to

istnieja wielomiany hy, ..., h,, € K[z] takie,ze > g;h; = 1. (Dowéd algoryrmem Euklidesa)

4.12 Dowdd 4.10 z lematu o wielomianach, jak w [Kos roz II §4.3].



5 Twierdzenie Jordana

5.1 Zalézmy, ze ¢ : V. — V spelia pewna tozsamos$é wielomianowa f(¢) = 0 (gdy dim(V) < oo
to np. f = x4). Wielomian minimalny p4 jest wielomianem o najmniejszym stopniu spetniajacym
pe(@) = 0. Kazdy inny wielomian majacy te wiasnoé¢ jest podzielny przez pg. Naogot pg # x4, choé

W pg musi wystapi¢ kazdy czynnik liniowy z y.

5.2 Rozklad V = @), Spec(s) V(n) mozna udowodni¢ takze gdy dim V' = oo oraz ¢ spelnia tozsamos¢

wielomianowsa i wielomian minimalny p, rozklada si¢ na czynniki liniowe.

5.3 Def: ¢ € End(V) jest nilpotentny jesli 1™ = 0 dla pewnego n. Jesli przestrzen jest skoniczonego

wymiaru, to ten warunek jest réwnowazny: V = V(q).
5.4 Def: V jest cykliczna, jedli V istnieje wektor o € V, taki, ze V jest rozpeta przez ¢'(a), i > 0.
5.5 Zalézmy, ze 1 nilpotentny. Niech m najmniejsze, takie, ze "™ (a) = 0. Wtedy

" Ha), " (a), .., P(a),a

sa liniowo niezalezne. Macierz ¥y, (ym—1(a)pm—2(a),...i(a),a} W t€] bazie jest postaci Jordana z jedna

klatka o wartosci wtasnej A =0

5.6 Lemat: Zalézmy, ze ¢ nilpotentny na V oraz W # V podprzestrzeri cykliczna maksymalnego
wymiaru. Wtedy istnieje wektor wlasny g € V \ W.

5.7 Lemat: Zalézmy, ze ¢ nilpotentny na V oraz W podprzestrzen cykliczna maksymalnego wymiaru.
Wtedy istnieje niezmiennicze dopelnienie do sumy prostej V =W @ U.

Dow. Indukcja po dim(V'): dzielimy przez lin(f3).

5.8 Wniosek: Kazda przestrzen nilpotentna rozktada sie na sume prosta podprzestrzeni cyklicznych.

Stad dowdd tw Jordana.

Twierdzenie o postaci kanonicznej Jordana dla endomorfizmu przestrzeni skoriczonego wymiaru

nad cialem algebraicznie domknietym. [Kos roz IT §4.2]

5.9 Jednoznacznosé: ilosé klatek Jordana nie zalezy od wyboru bazy. Iloé¢ klatek ¢-wymiarowych z
wartoscia wlasng A jest réwna d(¢,\). Niech ) = ¢ — AId. Mamy

> d(i, A) = dim(ker(¢) — dim(ker(y ).

i>0

5.10 Cwiczenie

He = H (‘T - )‘)T(A) )

AESpec(d)

gdzie r(\) jest rozmiarem maksymalnej klatki Jordana z wartoscia wlasna .

2 1 1 1

-1 0 1 0 - . . ..
5.11 Przyktad: M(¢) = 0 0 2 2 | Jedna klatka dla wartosci wlasnej 4 rozmiaru 1 i jedna

0 01 3

dla wartosci wlasnej 1 rozmiaru 3.



6 Efektywne znajdowanie bazy Jordana i jednoznacznosci rozkiadu

6.1 Szukanie bazy Jordana: dla A € Spec(¢). Rozwazamy ciag podprzestrzeni

V =im(y°) D im(pt) D im(?) D - D im(" V) D im (V) = im (M) = im (TN =

Konstruujemy ,,tancuszki” ... — ay) — aéi) — ag) — agi) — 0. Wektory ag) znajdujemy indukcyjnie

poczynajac od im (M) N Viny = {0}. Jedli na ktéryms etapie uktad wektoréw {a((f)} nie rozpina

im(zﬁ(/\)_j) N V() to uzupeliamy go do uktadu rozpinajacego o elementy jadra 1.

2 1 11 2 1 1 2
. -1 0 1 0 -1 0 1 2
. : . . s 2013 . _ _ .
6.2 Cwiczenie: Obliczy¢ A*°'°) gdzie A = 0 0 2 2 lub A = 0 02 2 | Wynik
0 0 1 3 0 01 3

podaé w postaci C D C~1

6.3 Cwiczenie. Zalézmy, ze operator ¢ spelnia ¢"* = Id dla pewnego n € N.
a) Jesli char(K) = 0 lub char(K) /m to dla kazdego A € Spec(¢) mamy réwnosé¢ Vi) = Vi (czyli ¢
mozna zdiagonalizowaé, gdy K jest algebraicznie domkniete).

b) Podaé przyktad operatora ¢ € End(IFg) spehiajacego ¢F = Id oraz V(1) # Vi

6.4 Moéwimy, ze ¢ € End(V) jest pdlprosty, jesli w pewnej bazie M(¢) jest diagonalna. Dla endo-
morfizmu pétprostego jesli (¢ — A I1d)™(a) =0 to (¢ — A 1d)(a) =0.

6.5 Operator pétprosty ma ¢ wlasnosé: ker(¢) = ker(¢™) dla kazdego n > 1.

6.6 Cwiczenie: wykazaé, ze ¢ € End(V) jest polprosty wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej pod-

przestrzeni niezmienniczej W C V istnieje niezmiennicze dopelnienie do sumy prostej V =W @ U.

6.7 (Addytywny rozktad Jordana-Chevalleya.) Jesli ¢ zapisaé¢ jako ¢ = o5 + ¢p, gdzie ¢s jest

polprosty, a ¢, jest nilpotentny oraz ¢, ¢s = ¢s¢, to sktadniki sa wyznaczone jednoznacznie.

6.8 Lemat: ker(¢s — Ald) = V{y). (Zatem ¢s na V() musi by¢ mnozeniem przez skalar \.)
Dow. Niech N bedzie takie, ze ¢f) = 0 oraz Vi) = ker((¢ — A Id)™).
Wtedy takze V(y) = ker((¢ — A1d)?Y).
Z przemiennosci (¢s — A Id) i ¢, mamy
(6 = M)V = T30 (V) oh(ds = AN F.
Stad dla v € ker(¢s — A Id) mamy (¢ — A Id)N (v) = 0. Cayli V() = ker((¢ — A Id)) C ker(¢s — N Id).
7 drugiej strony
(s — M)V = S000 () (=) (6 — AIdNF 1+ 50V 0 (2N) (6 — A Td)2N (=) =
= Yt () (—on)k (0 — A1)V k.
Dlav € ker((¢p—AId)™) mamy (¢s—\ Id)* (v) = 0, czyli ker((¢ps—AI1d)*N) C ker((p—\Id)N) = Viny-
Ale ker((¢s — MNId)*N) = ker(¢ps — N 1d).

6.9 (Multiplikatywny rozktad Jordana-Chevalleya.) Méwimy, re ¢ jest unipotentny jesli ¢ — Id jest
nilpotentny. Zalézmy, ze ¢ jest odwracalny. Jesli ¢ zapisa¢ jako ¢ = ¢ps¢,, gdzie ¢ jest péiprosty, a ¢,

jest unipotentny oraz ¢,¢s = ¢s¢, to czynniki sa wyznaczone jednoznacznie.



