GAL*, konspekt wykladéw: Przestrzenie afiniczne

28 marca 2014
Notatki zawieraja odsytacze do podrecznikéw [Kos|=Kostrikin, [Tor]=Torunczyk.

Materiatl mniej standardowy jest opisany dokladniej.

1 Przestrzenie Afiniczne [Kos roz. 4, §1]

1.1 Definicja przestrzeni afinicznej: (F, V, w), gdzie E zbidr, V przestrzen liniowa, w : E x E — V

odwzorowanie, ktére spelnia

L w(p,q) +wlg,r) =w(p,7)
2.Vpe EVaeV dge E : v=uw(p,q)
tzn Vp € E odwzorowanie w(p, —) : E — V jest bijekcja.

Przestrzen V nazywamy przestrzenia styczna i oznaczamy przez TFE.

1.2 Operacja+: ExV — E.
) (pro) 4w =p+uv+w)dlape E,v,weV
2)Vp e E, V 3v+— ptv € E jest bijekcja.

1.3 Cwiczenie: wykazaé p40 = p i w(p,q) = —w(q,p) dla p,q € E.

1.4 Kombinacje afiniczne, czyli §rodki ciezkosci (barycentry) Zf:o a; p; = q+ (Zf:o a;w(q, pl)> dla
Zle a; = 1. Niezalezno$¢ od ¢q € E.

1.5 Uklady rozpinajace, niezalezne uktady punktow, bazy punktowe.

1.6 po,p1,-..,pn jest niezalezny /rozpinajacy/jest baza E wtedy i tylko wtedy gdy
w(po,p1),w(po,p2) - - ,w(po, pn) jest niezalezny/rozpinajacy/jest baza V.

2 Podprzestrzenie afiniczne, przeksztalcenia

2.1 Trzy warunki réwnowazne
— Do, P1, - - -, Pn jest baza punktowsq
— Do, P1, - -+, P, to minimalnym uktadem rozpinajacym,

— D0, P1, - - -, Pn to maksymalnym ukladem niezaleznym.
2.2 Wspdbhrzedne baryczentryczne w bazie punktowej.

2.3 Cwiczenie: Niech a,b,c,d € E taki uklad, ze w(a,b) +w(e,d) = 0. Udowodnié, ze
1 1

11
Sad = b+ —d
50T 5e= 3013

2.4 Definicja: podzbiér F C FE jest podprzestrzenia, gdy F' jest zamkniety ze wzgledu na branie

kombinacji afinicznych.

2.5 Zalézmy char(K) # 2. Zbiér zamkniety ze wzgledu na dwuelementowe kombinacje afiniczne jest

podprzestrzenia afiniczna,.



2.6 Kazda podprzestrzen F' C E jest postaci p + W, gdzie W jest podprzestrzenia liniowa w TFE.

Przestrzen liniowa W nie zalezy od wyboru p € F.

2.7 Cwiczenie: Kazda podprzestrzent afiniczna w K" jest opisana niejednorodnym uktadem réwnan

liniowych.
2.8 Cze$¢ wspdlna rodziny podprzestrzeni jest pusta lub jest podprzestrzenia.

2.9 Istnieje najmniejsza podprzestrzen af(A) zawierajaca dany zbiér A. Sktada sie ona z kombinacji

afinicznych punktéw z A.

2.10 Definicja. Przeksztalcenie ¢ : E — F jest afiniczne jesli przeprowadza kombinacje afiniczne na

kombinacje afiniczne obrazéw.
2.11 Styczne przeksztalcenie stycznych przestrzeni liniowych D¢ : TE — TF.

2.12 Przeksztalcenie styczne D¢ i wyboér ¢(p) € F dla ustalonego p € E definiuje przeksztalcenie

afiniczne.
2.13 Wybierajac p € EF'i g € F utozsamiamy £ ~TFE i F ~TF. Wtedy
przeksztalcenia afiniczne(E, F) ~ TF x L(TE,TF),
¢  (w(g,9(p), D).
2.14 Przy powyzszych wyborach p i g, oraz wybierajac r € G, utozsamiamy G ~ TG i
przeksztalcenia afiniczne(F,G) ~ TG x L(TF,TG),

przeksztalcenia afiniczne(E,G) ~ TG x L(TE,TG).

Jesli w =w(q,d(p)) € TF, z =w(r,v(q)) € TG, to zlozeniu ¥ o ¢ odpowiada para (¢¥(¢p(p)), D(¢ o ¢)),
ktoéra jest réwna

(z + Dip(w), Dy o D¢) € TG x L(TE, TG)

(z€TG, Dy € L(TF,TG), w € TF, D¢ € L(TE,TF) ).

2.15 Wniosek/(]wiczenie: D(1p o @) = Do Do



3 Przeksztalcenia afiniczne c.d.
3.1 Przeksztalcenie afiniczne jest zadane przez wybdér obrazéw bazy punktowej.

3.2 Przyklady: przeksztalcenia liniowe K" — K™, przesuniecia K" — K". Kazde przeksztalcenie

afiniczne K” — K" jest zlozeniem przeksztalcenia liniowego i przesuniecia.

3.3 Cwiczenie: Jedli Df jest izomorfizmem, to f jest izomorfizmem. Kazde dwie przestrzenie tego

samego wymiaru sg izomorficzne.

3.4 Przeciwobraz podprzestrzeni afinicznej przy przeksztalceniu afinicznym jest podprzestrzenia afiniczna.

Kazda podprzestrzen w K" jest przeciwobrazem 0 przy pewnym przeksztalceniu afinicznym K™ — K.

3.5 Niezmienniki przeksztalcen afinicznych:
- wspoliniowosé (koplanarnosé, etc) punktéw
- réwnoleglosé podprzestrzeni (staba i silna)

- proporcje podziatu odcinka.

3.6 Jedli dimE < oo to kazde réwnoliczne zbiory punktéw w potozeniu ogdlnym sa afinicznie

réwnowazne (tzn. istnieje izomorfizm afiniczny E przeprowadzajacy jeden uklad na drugi).

3.7 Twierdzenie Talesa w przestrzeni afinicznej nad cialem: dane punkty o, a, b, ¢, d (nie wspdliniowe
i wszystkie rézne) takie, ze w(0,b) = Aw(0,a), w(o,d) = pw(o,c). Wtedy lin{w(a,c)} = lin{w(b,d)}
wtedy i tylko wtedy gdy A = u. Ponadto jesli powyzszy warunek zachodzi, to w(b,d) = Aw(a, ).

3.8 Cwiczenie. Udowodni¢ Twierdzenie Menelaosa: Punkty D, E i F leza odpowiednio na prostych
af(B,C), af(C,A)iaf(A, B). Wéwczas punkty D, E, F' sa wspdliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy
D=pB+(1-p)C
E=q9qC+(1-¢qA
F=rA+(1-r)B

P q r

Oran‘ﬁ‘ﬁ:—l.

3.9 Cwiczenie. Niech F C E , TE =TF®V. Dany wektor v € V. Przez T'r, oznaczamy przesuniecie
Try(p) =p+v.
1) Niech P : E — FE bedzie rzutem na F wzdtuz V. Wykazaé, ze Tr, o P tez jest rzutem.
2) Zatézmy, ze char(K) # 2. Niech S : E — E bedzie symetria wzgledem F' wzdluz V. Wykazaé, ze
Try, 0 S tez jest symetria,.

4  Zbiory wypukle w afinicznych przestrzeniech rzeczywistych [Kos
roz. 4, §3.6, roz 7, §3].

4.1 Uzupelnienie: Automorfizmy afiniczne Aut,f(E) czyli izomorfizmy afiniczne £ — E i izomor-
fizmy liniowe GL(TE) C L(TE,TE). Niech Tr(«) oznacza przesuniecie o wektor . Ciag przeksztalcen
grup

TE &% Aut,f(E) > GL(TE)



ma wlasnoscé

1) T'r jest réznowartosciowe

2) D jest ,,na”

3) im(Tr) = ker(D) := {f € Autas(E) | Df = id}.

Méwimy, ze ten ciag jest dokladny. Autaf(E) ~ TE x GL(TE) jako zbiory, ale nie jako grupy.

4.2 Definicja: Zbiér A C FE jest wypukly jesli jest zamkniety ze wzgledu na branie kombinacji

afinicznych z a; > 0.
4.3 A jest wypukly wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdej pary p,q € A odcinek pg jest zawarty w A.
4.4 Przeciecie rodziny zbioréw wypuklych jest wypukle.

4.5 Dla kazdego zbioru B istnieje uwypuklenie, tzn najmniejszy wypukly zawierajacy B. Oznaczanie
conv(B).

4.6 Przyklady: pélprzestrzen, sympleks.

4.7 Twierdzenie: Kazdy zbior A € R wypukly i domkniety, ktéry jest rézny od FE, jest czedcia
wspdblna poélprzestrzeni zawierajacych go.
Réwnowaznie: dla kazdego p ¢ A istnieje funkcja afiniczna, f : R™ — R, taka, ze f(p) < 01i f(z) >0
dla x € A.

Dowéd: zalézmy, ze punkt p = 0 € A, niech ¢ = (a1, as,...an) € A punkt najblizszy p, czyli Y 1o, ai
minimalne. Wtedy za f(z) bierzemy > jo aprp — Y pey az. Dowéd, ze f(z) > 0 dla z € A poprzez

geometrie elementarng na plaszyznie af(p, q, x).
4.8 Przestrzen H/=" = {x € E| f(x) = 0} nazywa sie podpierajaca jesli
ACHZ={zc E|f(x)>0} oraz ANH/Z0#£9.
4.9 Méwimy, ze p € A jest wierzchotkiem zbioru wypuklego A gdy p & Conv(A \ {p}).

4.10 Twierdzenie: Zbior ograniczony, domkniety i wypukly w R™ jest uwypukleniem swoich wierz-

chotkow.

Dowdéd indukeyjny ze wzgledu na wymiar. Dany punkt p € A. Niech L dowolna prosta przechodzaca
przez p, ANL jest odcinkiem gr. Pokazemy, ze korice tego odcinka naleza do przestrzeni podpierajacych.
Przestrzeni podpierajaca Hf=0 (w punkcie ¢) jest konstruowana tak: Istnieje ciag punktéw ¢; ¢ A,
¢i — q. Niech f; réwnanie przestrzeni oddzielajacej ¢; od A, tzn fi(¢;) < 0, fi(z) > 0, dla z € A.
Mozna zalozy¢, ze fi(x) = Y jqatzk + b, Spt(ah)? = 1. Oznaczmy przez f2(z) czesé liniowa
fi- Wybierajac w razie potrzeby podciag mozemy zalozy¢, ze granice lim; aj, istnieja. Otrzymujemy
graniczne réwnanie f°(z) = lim; f?(x). Graniczne wspéiczynniki aj, = lim; aj, nie sa wszystkie zerowe,

bo 3", (ax)? = 1. Z nieréwnosci

J(q) +b; <0, f2(q)+b; >0 oraz ¢ —q



wnioskujemy, ze ciag b; jest zbiezny. Réwnanie f°(z) +b = 0 dla b = lim; b* opisuje przestrzen pod-
pierajaca, przechodzaca przez q. Analogicznie znajdujemy przestrzeri podpierajaca H9=° przechodzaca

przez r. Z zalozzenia indukcyjnego

p € conv({g,r}) C conv (Wierzcho}ki(A N H'=%) U wierzchotki(A N H 9:0)) C conv (wierchotki(A)) .

5 Zbiory wypukle c.d., Przestrzenie rzutowe [Kos roz 5, §3].
5.1 Niech A C R™ bedzie ograniczony, domkniety i wypuklty. Niech f : R”™ — R bedzie funkcja
afiniczna,. Wtedy SuppEAf(p) = SuppEWierzcholki(A)f(p)‘

5.2 Wielosciany wypukte (moga by¢ nieograniczone) A = {f;(x) > 0|i € I}, gdzie I jest zbiorem

skonczonym.

5.3 Dany wieloscian wypukly A. Dla J C I zbiér A; = {x € A | fi(x) = 0 dla i € J} nazywamy

$ciana,.
5.4 Funkcja afiniczna nie osiaga maksimum we wnetrzu wieloScanu int(A) = {fi(z) > 0|i € I}.

5.5 Twierdzenie: Dana funkcja afiniczna, ktora osiag-a kres na wieloscianie wypuklym w R”. Wtedy

istnieje $ciana tego wieloScianu, na ktérej ten kres jest osiagniety, a funkcja na nim jest staa,.

Metoda znajdowania maksimum: dla f(z1,22,...,2,) = > i, a;x; +b, definiujemy gradient grad(f) =
(a1,a2,...,a,). Dany punkt p € A. Znajdujemy takie t, ze f(q) dla ¢ = p + t grad(f) ma najwicksza
warto$¢. Punkt ¢ € A\ int(A).

Przestrzenie rzutowe.
5.6 Przyklad: jak przeksztalci¢ réwnanie hiperboli lub paraboli aby dosta¢ réwnanie okregu.

5.7 Przestrzeri rzutowa to zbiér prostych w K"*!. Inny opis P*(K) = (K"*'\ {0})/ ~, pokrycie

zbiorami afinicznymi U; = {z; # 0}.

5.8 Przeksztalcenia rzutowe przestrzeni rzutowej: [zg : @1 : -+ : xy) — [fo(x) @ fi(z) : -+ fu(2)],

gdzie © = (xg,x1,...,2,) oraz f = (fo, f1,... fn) : K = K" jest izomorfizmem liniowym.

5.9 Rozktad P*(K) = K" LI P"1(K)

5.10 Przeksztalcenia rzutowe przestrzeni afinicznej (nie jest wszedzie okreslone): (z1, o, ..., x,) —
(%, %, el %), gdzie f; : K" — K sa funkcjami afinicznymi (podstawiamy zo = 1 w 5.8).

5.11 Cwiczenie: udowodnié¢, ze przeksztalcenia rzurowe zachowuja wspdtliniowosé oraz dla czwérki

punktéw lezacch na jednej prostej p, q,r, s € L zachowany jest dwustosunek

(r) =(q) — x(s)
(s) x(q) —x(r)

gdzie z(p), x(q), x(r), x(s) € K sa wspélrzednymi afinicznymi na L danych punktéw.

z(p)
z(p)

— X
€K,
— X



6 Przestrzenie rzutowe (cd),
Przeksztalcenia dwuliniowe [Kos roz.1 §4]

6.1 Cwiczenie: P2(R) = Sfera/antypodyzm = dysk U wtega Mébusa.
6.2 Grupa PGL,+1(K) = GL,(K)/ ~, ciag dokladny
K" < GLn+1(K) — PGLn+1(K)

6.3 Przeksztalcenie rzutowe P"(K) jest wyznaczone przez wartosci na n+ 2 punktach takich, ze kazde

n + 1 punktow nie lezy w przestrzeni rzutowej mniejszego wymiaru.

Dowd6d: niech p; = [g;] € P*(K) dla 0 < i < n bedzie prosta rozpieta przez standardowy i-ty wektor
bazowy K"*! oraz p,y1 = [1:1:---:1]. Dany ¢; = [w;] inny uklad prostych, takich, ze kazde n + 1
sposréd wektoréw w; sa liniowo niezalezne. Istnieje przeksztalcenie liniowe K™ 1! przeksztalcajace €; na
w; dla i < n. Dlatego mozna zalozyé, ze w; = €; dla i < n. Niech (ag, a1, ..., a,) beda wspéhrzednymi
wektora wy,41. Przeksztalcenie o macierzy diagonalnej z ag,ai,...,a, na przekatnej przeprowadza
(1,1,...,1) na wp41. Z dokladnoscia do proporcjonalnosci przeksztalcenie to jest jedyne, jesli ma

zachowywaé osie w K"t a obraz (1,1,...,1) ma byé proporcjonalny do w,, 1.

6.4 Podgrupa przeksztalcen z PG Ly 41(K) zachowujacych Uy jest réwna Aut 4y (K™) przy utozsamieniu
Up = K".

6.5 Dla dowolnej hiperpowierzchni H C K" definiunemy zbiér Uy = {L € P*(K) | L ¢ H}. Wybér
v € K"\ H pozwala utozsamié¢ Uy z przestrzenig afiniczna H. Rézne wybory v daja utozsamienia

rézniace sie o automorfizm afiniczny bedacy ztozeniem homotetii (jednoktadnosci) z przesunieciem.

Przeksztalcenia dwuliniowe [Kos roz.1 §4]

6.6 Przeksztalcenia dwuliniowe ¢ : Vi x Vo — V3. Przyklady:
-V xV* =K,
— A algebra nad K, mnozenie:A x A — A
—up, A= L(V,V),
—np. K=R, A=C.
— sktadanie przeksztalcenn L(Wy, Wa) x L(Wo, W3) — L(W1, W3),

— mnozenie funkcji spelniajacych rézne warunki, np Cg°(R) x C(R) — Cp(R).

6.7 Przyklad: Dane 1 < p < oo, niech P oznacza zboér ciagéw sumowalnych w p-tej potedzie (tzn
o2, lailP < 00). Dla % +% = 1 mamy ¢’ x {9 — R zadane wzorem ¢((a;), (bj)) = Y o, a;b; (zbieznosé

wynika z nieréwnosci Holdera).

6.8 Dane bazy A = {a;}i=1,.n przestrzeni Vi, B = {f;}i=1,..m przestrzeni V. Przeksztalcenie

dwuliniowe ¢ : Vi x Vo — V3 wyznaczone jest przez wartosci na parach wektoréw bazowych ¢(oy, 5;).

6.9 Macierz przeksztalcenia dwuliniowego ¢ : Vi x Vo — K w bazach to M(¢)ap € M(n x m,K)
taka? ze (M(¢)A7B)l’7j = (ZS(O@, ﬁj)



6.10 Indukowane przeksztalcenie ¢ : Vo — V| zadane wzorem ¢7(w) = é(-,w). W bazach:
M(¢*)5 = M(¢)as

6.11 Jesli M = M(¢p)st.st € M(n x m,K) jest macierza ¢ : K" x K™ w bazach standardowych, to
#(X,Y) = XTMY (wektor zapisujemy jako kolumne).



