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Notatki zawieraja
↪
odsy lacze do podre

↪
czników [Kos]=Kostrikin, [Tor]=Toruńczyk.

Materia l mniej standardowy jest opisany dok ladniej.

1 Przestrzenie Afiniczne [Kos roz. 4, §1]

1.1 Definicja przestrzeni afinicznej: (E, V, ω), gdzie E zbiór, V przestrzeń liniowa, ω : E × E → V

odwzorowanie, które spe lnia

1. ω(p, q) + ω(q, r) = ω(p, r)

2. ∀p ∈ E ∀α ∈ V ∃!q ∈ E : v = ω(p, q)

tzn ∀p ∈ E odwzorowanie ω(p,−) : E → V jest bijekcja
↪
.

Przestrzeń V nazywamy przestrzenia
↪
styczna

↪
i oznaczamy przez TE.

1.2 Operacja ++ : E × V → E.

1’) (p++v)++w = p++(v + w) dla p ∈ E, v, w ∈ V
2’) ∀p ∈ E, V 3 v 7→ p++v ∈ E jest bijekcja

↪
.

1.3 Ćwiczenie: wykazać p++0 = p i ω(p, q) = −ω(q, p) dla p, q ∈ E.

1.4 Kombinacje afiniczne, czyli środki cie
↪
żkości (barycentry)

∑k
i=0 ai pi := q++

(∑k
i=0 aiω(q, pi)

)
dla∑k

i=1 ai = 1. Niezależność od q ∈ E.

1.5 Uk lady rozpinaja
↪
ce, niezależne uk lady punktów, bazy punktowe.

1.6 p0, p1, . . . , pn jest niezależny/rozpinaja
↪
cy/jest baza

↪
E wtedy i tylko wtedy gdy

ω(p0, p1), ω(p0, p2) . . . , ω(p0, pn) jest niezależny/rozpinaja
↪
cy/jest baza

↪
V .

2 Podprzestrzenie afiniczne, przekszta lcenia

2.1 Trzy warunki równoważne

– p0, p1, . . . , pn jest baza
↪
punktowa

↪

– p0, p1, . . . , pn to minimalnym uk ladem rozpinaja
↪
cym,

– p0, p1, . . . , pn to maksymalnym uk ladem niezależnym.

2.2 Wspó lrze
↪
dne baryczentryczne w bazie punktowej.

2.3 Ćwiczenie: Niech a, b, c, d ∈ E taki uk lad, że ω(a, b) + ω(c, d) = 0. Udowodnić, że

1

2
a+

1

2
c =

1

2
b+

1

2
d.

2.4 Definicja: podzbiór F ⊂ E jest podprzestrzenia
↪
, gdy F jest zamknie

↪
ty ze wzgle

↪
du na branie

kombinacji afinicznych.

2.5 Za lóżmy char(K) 6= 2. Zbiór zamknie
↪
ty ze wzgle

↪
du na dwuelementowe kombinacje afiniczne jest

podprzestrzenia
↪
afiniczna

↪
.
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2.6 Każda podprzestrzeń F ⊂ E jest postaci p + W , gdzie W jest podprzestrzenia
↪

liniowa
↪

w TE.

Przestrzeń liniowa W nie zależy od wyboru p ∈ F .

2.7 Ćwiczenie: Każda podprzestrzeń afiniczna w Kn jest opisana niejednorodnym uk ladem równań

liniowych.

2.8 Cze
↪́
sć wspólna rodziny podprzestrzeni jest pusta lub jest podprzestrzenia

↪
.

2.9 Istnieje najmniejsza podprzestrzeń af(A) zawieraja
↪
ca dany zbiór A. Sk lada sie

↪
ona z kombinacji

afinicznych punktów z A.

2.10 Definicja. Przekszta lcenie φ : E → F jest afiniczne jeśli przeprowadza kombinacje afiniczne na

kombinacje afiniczne obrazów.

2.11 Styczne przekszta lcenie stycznych przestrzeni liniowych Dφ : TE → TF .

2.12 Przekszta lcenie styczne Dφ i wybór φ(p) ∈ F dla ustalonego p ∈ E definiuje przekszta lcenie

afiniczne.

2.13 Wybieraja
↪
c p ∈ E i q ∈ F utożsamiamy E ' TE i F ' TF . Wtedy

przekszta lcenia afiniczne(E,F ) ' TF × L(TE, TF ),

φ ←−−→ (ω(q, φ(p)), Dφ).

2.14 Przy powyższych wyborach p i q, oraz wybieraja
↪
c r ∈ G, utożsamiamy G ' TG i

przekszta lcenia afiniczne(F,G) ' TG× L(TF, TG),

przekszta lcenia afiniczne(E,G) ' TG× L(TE, TG).

Jeśli w = ω(q, φ(p)) ∈ TF , z = ω(r, ψ(q)) ∈ TG, to z lożeniu ψ ◦ φ odpowiada para (ψ(φ(p)), D(ψ ◦ φ)),

która jest równa

(z +Dψ(w), Dψ ◦Dφ) ∈ TG× L(TE, TG)

( z ∈ TG, Dψ ∈ L(TF, TG), w ∈ TF , Dφ ∈ L(TE, TF ) ).

2.15 Wniosek/Ćwiczenie: D(ψ ◦ φ) = Dψ ◦Dφ
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3 Przekszta lcenia afiniczne c.d.

3.1 Przekszta lcenie afiniczne jest zadane przez wybór obrazów bazy punktowej.

3.2 Przyk lady: przekszta lcenia liniowe Kn → Km, przesunie
↪
cia Kn → Kn. Każde przekszta lcenie

afiniczne Kn → Km jest z lożeniem przekszta lcenia liniowego i przesunie
↪
cia.

3.3 Ćwiczenie: Jeśli Df jest izomorfizmem, to f jest izomorfizmem. Każde dwie przestrzenie tego

samego wymiaru sa
↪
izomorficzne.

3.4 Przeciwobraz podprzestrzeni afinicznej przy przekszta lceniu afinicznym jest podprzestrzenia
↪
afiniczna

↪
.

Każda podprzestrzeń w Kn jest przeciwobrazem 0 przy pewnym przekszta lceniu afinicznym Kn → Km.

3.5 Niezmienniki przekszta lceń afinicznych:

- wspó lliniowość (koplanarność, etc) punktów

- równoleg lość podprzestrzeni (s laba i silna)

- proporcje podzia lu odcinka.

3.6 Jeśli dimE < ∞ to każde równoliczne zbiory punktów w po lożeniu ogólnym sa
↪

afinicznie

równoważne (tzn. istnieje izomorfizm afiniczny E przeprowadzaja
↪
cy jeden uk lad na drugi).

3.7 Twierdzenie Talesa w przestrzeni afinicznej nad cia lem: dane punkty o, a, b, c, d (nie wspóliniowe

i wszystkie różne) takie, że ω(o, b) = λω(o, a), ω(o, d) = µω(o, c). Wtedy lin{ω(a, c)} = lin{ω(b, d)}
wtedy i tylko wtedy gdy λ = µ. Ponadto jeśli powyższy warunek zachodzi, to ω(b, d) = λω(a, c).

3.8 Ćwiczenie. Udowodnić Twierdzenie Menelaosa: Punkty D, E i F leża
↪

odpowiednio na prostych

af(B,C), af(C,A) i af(A,B). Wówczas punkty D,E, F sa
↪
wspó liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy

D = pB + (1− p)C
E = qC + (1− q)A
F = rA+ (1− r)B
oraz p

1−p ·
q

1−q ·
r

1−r = −1.

3.9 Ćwiczenie. Niech F ⊂ E, TE = TF ⊕V . Dany wektor v ∈ V . Przez Trv oznaczamy przesunie
↪
cie

Trv(p) = p+ v.

1) Niech P : E → E be
↪
dzie rzutem na F wzd luż V . Wykazać, że Trv ◦ P też jest rzutem.

2) Za lóżmy, że char(K) 6= 2. Niech S : E → E be
↪
dzie symetria

↪
wzgle

↪
dem F wzd luż V . Wykazać, że

Trv ◦ S też jest symetria
↪
.

4 Zbiory wypuk le w afinicznych przestrzeniech rzeczywistych [Kos
roz. 4, §3.6, roz 7, §3].

4.1 Uzupe lnienie: Automorfizmy afiniczne AutAf (E) czyli izomorfizmy afiniczne E → E i izomor-

fizmy liniowe GL(TE) ⊂ L(TE, TE). Niech Tr(α) oznacza przesunie
↪
cie o wektor α. Cia

↪
g przekszta lceń

grup

TE
Tr
↪→ AutAf (E)

D
� GL(TE)
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ma w lasność

1) Tr jest różnowartościowe

2) D jest ,,na”

3) im(Tr) = ker(D) := {f ∈ AutAf (E) | Df = id}.
Mówimy, że ten cia

↪
g jest dok ladny. AutAf (E) ' TE ×GL(TE) jako zbiory, ale nie jako grupy.

4.2 Definicja: Zbiór A ⊂ E jest wypuk ly jeśli jest zamknie
↪
ty ze wzgle

↪
du na branie kombinacji

afinicznych z ai ≥ 0.

4.3 A jest wypuk ly wtedy i tylko wtedy gdy dla każdej pary p, q ∈ A odcinek pq jest zawarty w A.

4.4 Przecie
↪
cie rodziny zbiorów wypuk lych jest wypuk le.

4.5 Dla każdego zbioru B istnieje uwypuklenie, tzn najmniejszy wypuk ly zawieraja
↪
cy B. Oznaczanie

conv(B).

4.6 Przyk lady: pó lprzestrzeń, sympleks.

4.7 Twierdzenie: Każdy zbiór A ∈ Rm wypuk ly i domknie
↪
ty, który jest różny od E, jest cze

↪́
scia

↪

wspólna
↪
pó lprzestrzeni zawieraja

↪
cych go.

Równoważnie: dla każdego p 6∈ A istnieje funkcja afiniczna, f : Rm → R, taka, że f(p) < 0 i f(x) ≥ 0

dla x ∈ A.

Dowód: za lóżmy, że punkt p = 0 6∈ A, niech q = (a1, a2, . . . am) ∈ A punkt najbliższy p, czyli
∑m

k=1 a
2
k

minimalne. Wtedy za f(x) bierzemy
∑m

k=1 akxk −
∑m

k=1 a
2
k. Dowód, że f(x) ≥ 0 dla x ∈ A poprzez

geometrie
↪
elementarna

↪
na p laszyźnie af(p, q, x).

4.8 Przestrzeń Hf=0 = {x ∈ E | f(x) = 0} nazywa sie
↪
podpieraja

↪
ca jeśli

A ⊂ Hf≥0 = {x ∈ E | f(x) ≥ 0} oraz A ∩Hf=0 6= ∅ .

4.9 Mówimy, że p ∈ A jest wierzcho lkiem zbioru wypuk lego A gdy p 6∈ Conv(A \ {p}).

4.10 Twierdzenie: Zbiór ograniczony, domknie
↪
ty i wypuk ly w Rm jest uwypukleniem swoich wierz-

cho lków.

Dowód indukcyjny ze wzgle
↪
du na wymiar. Dany punkt p ∈ A. Niech L dowolna prosta przechodza

↪
ca

przez p, A∩L jest odcinkiem qr. Pokażemy, że końce tego odcinka należa
↪
do przestrzeni podpieraja

↪
cych.

Przestrzeń podpieraja
↪
ca Hf=0 (w punkcie q) jest konstruowana tak: Istnieje cia

↪
g punktów qi 6∈ A,

qi → q. Niech fi równanie przestrzeni oddzielaja
↪
cej qi od A, tzn fi(qi) < 0, fi(x) ≥ 0, dla x ∈ A.

Można za lożyć, że fi(x) =
∑m

k=1 a
i
kxk + bi,

∑m
k=1(aik)2 = 1. Oznaczmy przez foi (x) cze

↪́
sć liniowa

↪

fi. Wybieraja
↪
c w razie potrzeby podcia

↪
g możemy za lożyć, że granice limi a

i
k istnieja

↪
. Otrzymujemy

graniczne równanie fo(x) = limi f
o
i (x). Graniczne wspó lczynniki ak = limi a

i
k nie sa

↪
wszystkie zerowe,

bo
∑

k(ak)2 = 1. Z nierówności

foi (qi) + bi < 0, foi (q) + bi ≥ 0 oraz qi → q
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wnioskujemy, że cia
↪
g bi jest zbieżny. Równanie fo(x) + b = 0 dla b = limi b

i opisuje przestrzeń pod-

pieraja
↪
ca

↪
przechodza

↪
ca

↪
przez q. Analogicznie znajdujemy przestrzeń podpieraja

↪
ca

↪
Hg=0 przechodza

↪
ca

↪

przez r. Z za lożzenia indukcyjnego

p ∈ conv({q, r}) ⊂ conv
(

wierzcho lki(A ∩Hf=0) ∪ wierzcho lki(A ∩Hg=0)
)
⊂ conv (wiercho lki(A)) .

5 Zbiory wypuk le c.d., Przestrzenie rzutowe [Kos roz 5, §3].

5.1 Niech A ⊂ Rm be
↪
dzie ograniczony, domknie

↪
ty i wypuk ly. Niech f : Rm → R be

↪
dzie funkcja

↪

afiniczna
↪
. Wtedy supp∈Af(p) = supp∈wierzcho lki(A)f(p).

5.2 Wielościany wypuk le (moga
↪

być nieograniczone) A = {fi(x) ≥ 0 | i ∈ I}, gdzie I jest zbiorem

skończonym.

5.3 Dany wielościan wypuk ly A. Dla J ⊂ I zbiór AJ = {x ∈ A | fi(x) = 0 dla i ∈ J} nazywamy

ściana
↪
.

5.4 Funkcja afiniczna nie osia
↪
ga maksimum we wne

↪
trzu wieloścanu int(A) = {fi(x) > 0 | i ∈ I}.

5.5 Twierdzenie: Dana funkcja afiniczna, która osia
↪
g-a kres na wielościanie wypuk lym w Rn. Wtedy

istnieje ściana tego wielościanu, na której ten kres jest osia
↪
gnie

↪
ty, a funkcja na nim jest staa

↪
.

Metoda znajdowania maksimum: dla f(x1, x2, . . . , xn) =
∑n

i=1 aixi+b, definiujemy gradient grad(f) =

(a1, a2, . . . , an). Dany punkt p ∈ A. Znajdujemy takie t, że f(q) dla q = p + t grad(f) ma najwie
↪
ksza

↪

wartość. Punkt q ∈ A \ int(A).

Przestrzenie rzutowe.

5.6 Przyk lad: jak przekszta lcić równanie hiperboli lub paraboli aby dostać równanie okre
↪
gu.

5.7 Przestrzeń rzutowa to zbiór prostych w Kn+1. Inny opis Pn(K) = (Kn+1 \ {0})/ ∼, pokrycie

zbiorami afinicznymi Ui = {xi 6= 0}.

5.8 Przekszta lcenia rzutowe przestrzeni rzutowej: [x0 : x1 : · · · : xn] 7→ [f0(x) : f1(x) : · · · : fn(x)],

gdzie x = (x0, x1, . . . , xn) oraz f = (f0, f1, . . . fn) : Kn → Kn jest izomorfizmem liniowym.

5.9 Rozk lad Pn(K) = Kn t Pn−1(K)

5.10 Przekszta lcenia rzutowe przestrzeni afinicznej (nie jest wsze
↪
dzie określone): (x1, x2, . . . , xn) 7→

(f1f0 ,
f2
f0
, . . . , fnf0 ), gdzie fi : Kn → K sa

↪
funkcjami afinicznymi (podstawiamy x0 = 1 w 5.8).

5.11 Ćwiczenie: udowodnić, że przekszta lcenia rzurowe zachowuja
↪

wspó lliniowość oraz dla czwórki

punktów leża
↪
cch na jednej prostej p, q, r, s ∈ L zachowany jest dwustosunek

x(p)− x(r)

x(p)− x(s)
· x(q)− x(s)

x(q)− x(r)
∈ K,

gdzie x(p), x(q), x(r), x(s) ∈ K sa
↪
wspó lrzednymi afinicznymi na L danych punktów.
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6 Przestrzenie rzutowe (cd),
Przekszta lcenia dwuliniowe [Kos roz.1 §4]

6.1 Ćwiczenie: P2(R) = Sfera/antypodyzm = dysk ∪ wte
↪
ga Möbusa.

6.2 Grupa PGLn+1(K) = GLn(K)/ ∼, cia
↪
g dok ladny

K∗ ↪→ GLn+1(K) � PGLn+1(K)

6.3 Przekszta lcenie rzutowe Pn(K) jest wyznaczone przez wartości na n+2 punktach takich, że każde

n+ 1 punktów nie leży w przestrzeni rzutowej mniejszego wymiaru.

Dowód: niech pi = [εi] ∈ Pn(K) dla 0 ≤ i ≤ n be
↪
dzie prosta

↪
rozpie

↪
ta

↪
przez standardowy i-ty wektor

bazowy Kn+1 oraz pn+1 = [1 : 1 : · · · : 1]. Dany qi = [wi] inny uk lad prostych, takich, że każde n + 1

spośród wektorów wi sa
↪
liniowo niezależne. Istnieje przekszta lcenie liniowe Kn+1 przekszta lcaja

↪
ce εi na

wi dla i ≤ n. Dlatego można za lożyć, że wi = εi dla i ≤ n. Niech (a0, a1, . . . , an) be
↪
da

↪
wspó lrze

↪
dnymi

wektora wn+1. Przekszta lcenie o macierzy diagonalnej z a0, a1, . . . , an na przeka
↪
tnej przeprowadza

(1, 1, . . . , 1) na wn+1. Z dok ladnościa
↪

do proporcjonalności przekszta lcenie to jest jedyne, jeśli ma

zachowywać osie w Kn+1, a obraz (1, 1, . . . , 1) ma być proporcjonalny do wn+1.

6.4 Podgrupa przekszta lceń z PGLn+1(K) zachowuja
↪
cych U0 jest równaAutAf (Kn) przy utożsamieniu

U0 = Kn.

6.5 Dla dowolnej hiperpowierzchni H ⊂ Kn+1 definiunemy zbiór UH = {L ∈ Pn(K) | L 6⊂ H}. Wybór

v ∈ Kn+1 \H pozwala utożsamić UH z przestrzenia
↪

afiniczna
↪
H. Różne wybory v daja

↪
utożsamienia

różnia
↪
ce sie

↪
o automorfizm afiniczny be

↪
da

↪
cy z lożeniem homotetii (jednok ladności) z przesunieciem.

Przekszta lcenia dwuliniowe [Kos roz.1 §4]

6.6 Przekszta lcenia dwuliniowe φ : V1 × V2 → V3. Przyk lady:

– V × V ∗ → K,

– A algebra nad K, mnożenie:A×A→ A

– np, A = L(V, V ),

– np. K = R, A = C.

– sk ladanie przekszta lceń L(W1,W2)× L(W2,W3)→ L(W1,W3),

– mnożenie funkcji spe lniaja
↪
cych różne warunki, np C∞0 (R)× C(R)→ C0(R).

6.7 Przyk lad: Dane 1 < p < ∞, niech `p oznacza zbór cia
↪
gów sumowalnych w p-tej pote

↪
dzie (tzn∑∞

i=1 |ai|p <∞). Dla 1
p + 1

q = 1 mamy `p× `q → R zadane wzorem φ((ai), (bj)) =
∑∞

i=1 aibj (zbieżność

wynika z nierówności Höldera).

6.8 Dane bazy A = {αi}i=1,...,n przestrzeni V1, B = {βj}i=1,...,m przestrzeni V2. Przekszta lcenie

dwuliniowe φ : V1 × V2 → V3 wyznaczone jest przez wartości na parach wektorów bazowych φ(αi, βj).

6.9 Macierz przekszta lcenia dwuliniowego φ : V1 × V2 → K w bazach to M(φ)A,B ∈ M(n × m,K)

taka, że (M(φ)A,B)i,j = φ(αi, βj).
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6.10 Indukowane przekszta lcenie φ# : V2 → V ∗1 zadane wzorem φ#(w) = φ( · , w). W bazach:

M(φ#)A
∗

B = M(φ)A,B.

6.11 Jeśli M = M(φ)st,st ∈ M(n × m,K) jest macierza
↪
φ : Kn × Km w bazach standardowych, to

φ(X,Y ) = XTMY (wektor zapisujemy jako kolumne
↪
).
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