
Zadania z GALu VII

Wersja 18 grudzień 2011

Zadania z ♠ jeszcze nie sa↪ zrobione. Z poprzedniej serii zosta lo ważne Zad. 39.24. Ponadto z pierwszej serii
Zad. 13.

1) ♠Niech q be↪dzie kwatenionem o module jeden. Opisać geometrycznie przekszta lcenie: φq : imH →
imH zadane wzorem φq(x) = qxq−1. W szczególności wykazać, że dla q czysto urojonego (tzn q ∈ imH)
przekszta lcenie φq jest symetria↪.

2) Niech f(x, y, z) = 2x + y − 3z be↪dzie funkcjona lem na R3. Zanaleźć wspó lrze↪dne f
a) w bazie sprze↪żonej do standardowej,
b) w bazie sprzeżonej do (3, 0, 0), (0, 5, 0), (0, 0, 7),
c) w bazie sprzeżonej do (2, 0, 0), (1, 2, 0), (0, 1, 2).

3) Niech f, g : C2 → C be↪da↪ funkcjona lami zadanymi wzorami f(x, y) = x + iy, g(x, y) = x− iy. Wykazać,
że {f, g} stanowia↪ baze↪ (C2)∗. Znaleźć taka↪ baze↪ α1, α2 ∈ C2, że {f, g} jest baza↪ sprze↪żona↪ do {α1, α2}.

4) Znaleźć taka↪ baze↪ {αi}i=1,2,3 ⊂ F3 by standardowy wektor spre↪żony ε∗1 by l równy α∗2 − 5α∗3.

5) Niech V ⊂ R4 be↪dzie przestrzenia↪ rozpie↪ta↪ przez wektory (1, 2, 0,−3), (−2, 3, 2,−3) i (−3, 1, 2, 0). Przez
Anh(V ) =

{
f ∈ (R4)∗ : ∀v ∈ V f(v) = 0

}
oznaczamy przestrzeń funkcjona low znikaja↪cych na V (tzw. ani-

hilator). Opisać Anh(V ) równaniami. Podać jego baze↪.

6) Niech V ⊂ R4 be↪dzie przestrzenia↪ opisana↪ przez równanie x1 = x2 = x3 = x4. Opisać Anh(V )
równaniami. Podać jego baze↪.

7) Niech f : R3 → R be↪dzie funkcjona lem liniowym f = 5ε∗1 − 3ε∗2 + ε∗3 w bazie sprze↪żonej do bazy
standardowej.
a) Napisać wzór na f .
b) Znaleźć wspó lrze↪dne tego funkcjona lu w bazie sprze↪żonej do α1 = (2, 1, 1), α2 = (1, 2, 3), α1 = (0, 1, 1).

8) Niech n ∈ N. Badamy funkcjona ly liniowe z przestrzeni macierzy φ : Mn×n(R) → R. Opisać wszystkie
funkcjona ly spe lniaja↪ce tożsamość φ(AB) = φ(BA) dla dowolnych macierzy A,B ∈ Mn×n(R).

9) ♠(DOM) Podać przyk lad bazy R3 taki, że ε∗1 = 2α∗1 + α∗3 oraz ε∗2 = α∗1 + α∗2.

10) ♠(DOM) Niech Φ; C3 → C4 be↪dzie dane wzorem

Φ(x, y, z) = (x + 2y, x + 3y + 2z, y + 2z, x + y − 2z) .

Znaleźć obraz i ja↪dro przekszta lcenia spre↪żonego Φ∗; (C4)∗ → (C3)∗ (przypomnienie: Φ∗(f) = f ◦ Φ dla
f ∈ (C4)∗).

11) ♠To samo dla Φ : R2 → R3, Φ(x, y) = (x + 2y, 3x + 6y, 2x + 4y).

12) Wykazać, że funkcjona ly maja↪ takie same ja↪dra wtedy i tylko wtedy gdy sa↪ proporcjonalne.

13) Niech dim V = n oraz niech f1, f2, . . . fn ∈ V ∗. Wykazać że f1, f2, . . . fn sa↪ liniowo niezależne wtedi i
tylko wtedy gdy

⋂n
i=1 ker(fi) = {0}.

14) ♠Niech L ⊂ V , Φ : V → W . Wykazać, że

L ⊂ ker Φ ⇐⇒ im Φ∗ ⊂ Anh(L) .

15) ♠Niech V be↪dzie przestrzenia↪ wielomianów. Wykazać, że V nie jest izomorficznie z V ∗. I ogólniej: niech
dim(V ) = ∞. Wtedy V 6' V ∗
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