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OPERATORY LINIO\TE

s ##" DEFINICJA OPERATORA LINIOSTEGO.
OBRAZ, J ĄDRo, MACIERZ OPERATORA
LINIO\rEGO

39.1. KtÓre z następujących odwzorowafr są operatorarni liniowymi podanych

1l'zcstrzeni Iiniowych:
(") x r-- a, gdzie a jest ustaionyrn wektorern w przestrzeni V;
(b) x r--+ x ł a, gdzie a jest ustalonym wektorem W przestrzeni V;
(.) x H ax,, gdzie o jest ustalonym skalarern;
(d) x *, (* l") b. gdzie a, b są ustalonl'mi wektormi w przestrzeni euklide-
sowej 7l
(") x r-- (a lx) x, gclzie a iest ustalonyrn wektorem w przestrzent euklide-
sovu'ej 7;
(f) f (t) r-+ ,f (atłb), / e R[t]" i  a,b są rrstalonynri l iczbanri;
( s )  f  ( t ) r - , f ( t+t )  - f  ( t ) ,  f  e  IR[ t ] , , ;
(h) f (t) '- '  1(ł) 1t;, / e R [t] ';
( i )  ( r1  .  :x2 ,  r s )  -  ( " r  + 2 ,  :x , z  f  5 ,  13) ;
( j )  ( l : 1 , r , 2 ,  r : ł )  -  ( ' 1  +  3 r3 '  r j .  r r  *  r s ) i
( k )  ( r l ,  r z ,  r r s )  *  ( r t ,  r z ,  T t  ł  r z  ł  , , ) ?

39.2. Wvkazać. zekazdy operator liniowy przeprowadza dowolny liniowo zalezny

rrkłacl r,vektorÓw na ukłacl liniowo zależns,.

39.3. Niec}r (.' '...,a,,) stanowią bazę W rf,-wylniarowei przestrzeni l iniowej v,

W,-kazać. ze dla dowolnego liniowo ntezalezlrego układrr wektorÓw (b1 , . . . ,b*
i s t t r ie je r lokładr r ie . jedenoperator  l i r r iowyprzeprowadza jącv  & i  I r&b l , i :  I , ' ' , , f r

39.4. Uclclwocirljć, ze dowolny operator liniowy jednowymiarowej przestrzeni
rticlwe.j tria postać x .- ax. gdzie o jest skalarenr.
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gg.5. Wvznaczyć obrazv i jąrlra clperatorÓw liniowych z zaclania 39.1.

39.6. Wvkazać' Zc Ol)cl 'zrtor r.tlzrriczkowania:

(") jcst osobliwv- w przestrzerri wielornianÓw stopnia nie większego nIZ rL

(b) jest rrieosobliwy W przestrzerri firrlkcji o bazie (cosć' sint).

39.7. Wr,'kazać, ze kazda poc1przestrzeó' ciowolnej przestrzerri liniowcj iest:

(") jądrerri pewnego operatora l iniowego:

(b) obrazern pewnego operatora l iniowego.

39.8. Udowocl:ntć. ze jeśli dwa operatory i irriowe rzędrr 1 rnają jedriak<lwe jądra

i jednakowe obrazY, to Są przemienrte.

39.9. Niech V będzte ptzestrzerlią nad ciałerrr -t i niech A będzic operatoreni

l irriowym poc1przestrzerri właściwe,j L przestrzeni 7. Uclowodnić, ze jeśli ciało

.rł iest nieskoficZofle. to istrrieje riieskofrczenie wiele operatorÓw liniowycłr prze-

.ttrzeni V , ktlrych ograniczenie do podptzestrzeni I iest rÓwne "4.

39.10. Niecłr Abęclzie operatorern lirriowYrn przestrzerri 7 i rrieclr Lbęclzte pod-

1lt'zestrzenią 7. IJdowodntć, ze:

(a) obraz A(L) i przeciwobraz A-, (L) sę podprzestrzeniami przestrzeni 7;

(b) jeśli operator "4 jest nierlsobliwy i I'l nra wymiar skofi.czorry, to

clim "4 
( L\ : dini '4,-' G) : dirn 'L.

39.11. Nieclr Abędzie operatorem lirriowYm przestrzerri 7 i niech Lbędzie taką

1ltic1przestrzeniąV, ze LoKerA - {0}. Udowodntć. że operator Aprzeprowadza

r1rllr,olny liniowo nteza\ezny układ wektorÓw w.L na układ liniowo liezalezny'

39.12. Dla dowolriych operator w A, B, C udowodrrić nierÓwność Frobeniusa

rk(BA) * rk (AC) ( rk,4-f rk (BAC) .

39.t3. operator l irriowy Anazywalny pseud'oodbici,em,jeśli rk (A- t) :1. I]do-
rr-tlritrić, że kazdv operator lirriowy ri-wYnriarowej przestrzeni jest zŁozellteln nie

rr.ięcej niz n pseucloodbić.

39.14. Nieclr A\lędzl'e operatorem liniowyln n-Wymiarowej przestl'zerri I/. tldo-

tt.llrlnić, ze zbl'6r takich <lperatorÓw lirriowycll X. ze AX - O.jest por1przestrze-

rriłr lirriową i następnie zna|eźć jej wyrniar.

39.ts. Wyznaczyć nracierz operatora:
(o) (:r1, 12, 

", i  
-  ( , , , , ,  ł 2r2, i l )z ł 3rs) w bazie wektorÓw jeclrrostkowYclr

l r r . z . s t r zer r i  ]R3:
(b) obrotu pŁaszczyzllsr o kąt r-v w dowolnej bazie ortogonalnej;
(.) obrotu przestrzeni trÓjwvrrriarowej o kąt 2rl3 wokÓł prostej, ktÓra w pro-

sttlkątnynr układzie wspÓłrzęc1rrych c1ana jest rÓwrraniarrri 17::I:2: j|]3, W bazte

zł.lzclrrej z wektorÓw jedriostkowych;

f: V --> V ,   czyli   dziedzina  =  przeciwdziedzina

Będziemy robić zadania 39.x, gdzie
x = 8, 11, 12, 13, 19, 20, 21, 23, 24.



m#ef; eazilzl^Ł 9. optRĄTo&Y :uł*ibsrin

(d) rzutu przestrzerri trÓjwyrniarowej na oś wsp.Ół rzęcllycŁl wyznac zollą p
wektor e2 rÓwrrolegle clo pła,szczyzn}r wyznaczonej przcz wektorY el i C: w

(m) rÓzniczkowania przestrzeni R [t]' w bazie

I,t- , .u ż', Ę#
39.16. Wykazać, ze istnieje jednoznacznie wyznaczony operator przestrzeni ]R'

przeprowadzający wektory (1,1' 1)' (0, 1,0), (1,0,2) odpowiedrrio na wek
(1,1,1) ,  (0,  1,0) '  (1,0,  1) ,  następnie wyznaczyć macierz tego operatora w
składającej się z wektorÓw jednostkowych.

39.I7. Zał'6żmy, ze przestrzefi liniowa 7 jest Sumą prostą poclprzestrzent L1 i
o  bazach  ( . ' , . . . ' ak )  i  ( . ł+ '  ) . . . )a ' ) .  Udowoc ln ić .  żerzu tna  L1r Ówno iegły
12 jest operatorem l iniowym i wyznaczyć jego macierz w bazie (. ' , . . . ,a,,).

39.18. Wyztaczyć ogÓlną postać macierzy operatorÓw liniowych n-wymia
przestrzeni w bazie postaci  ( . ' '  . .  .  ,  t tk,  &k+1' .  .  . '  a,) ,  (k < n), ktÓre przep
dza ją  l in iowo n ieza leżne wektorY  &t ,  , , . ,&k  na wektorY  b l , . . . ,  bk .

39.19. I{ iech operator i i r r iowy przestrzeni V w bazie (ul , . . ' ,eł) ma macierz

0r  2  3
5  4  0  - l
32  0  3
6  1  - r  7

Wyznaczyć rnacierz tego operatora w bazach:
( " )  ( u r ,  . r ,  e3 ,  e4 ) ;
(b)  ( . ' ,  u '  f  ez ,  C t  f  ez  ł  03 ,  C1 *  ez  f  es  a  eł)

( C r , C z , e s ) i
(.) clanego w przestrzeni euklidesowej wzorenl x F--+ (xla
rrra lrrej  ( .r , . r ,  es),  gclz ie a - c l  -  2e:t;

(f) t -' 
li : 

'r 
li t o.r"strzcrri Mz (R) w bazic zlozone

r . z owvc l :  l l  
'  " l l

(s) X -, X || : 
u., 

|| p."",t. zeni M2(R) * bazte zŁożolte
.r,r. 'u"t , l l  t '  

(t 
l l  

^

(h) X ,-- tX przestrzerri M2 (R) * bazie złożonej z jednos
(i) X r*+ AX B, gdzte A, B ,ą ustalonymi rnacierzami
w bazie złozolej z jednostek macierzowych;
(j) X r-.+ AX + XB, gdzie A, B są ustalonymi macierzami
w bazie złożonej z jednostek macierzowych;
(k) r lzntczkowania przestrzeni lR lt], * bazie (I,t,.. . ,t,);
(l) rlzntczkowania przestrzerri ]R' [ź]" - bazle (t,,t,-, , . . .

a) a w bazte ortonoą{
,,

ej z jeclnostck ,ru.i*l

ł

ej z jeclnostek -u.i$
\il

,stek macierzo*V.fq i[
przestrzerri M2 (R)[

t
ri przestrzeni M2 (R)i!

); If
. ,1);  t
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gg,2o ' Niech
1
0
0

łlqtlzic trtacierzą operatora l iniowego przestrzeni R [t]z w bazie

\\.r-ztlticzyć rrlacierz tego operatora w bazie

( s t ,2  +2t+I , t2  +3t+ 2 ,2ł  +ć+3) .

00
01
10

(r,  t ,  t2) .

39.2L. Niech
1 -18 ' ,15

-1 -22 20
r -25 22

llr;rlzie ntacierzą operatora liniowego przestrzeni ]R'3 w bazie

( (9 ,  -6 ,  7 ) ,  ( -16 ,  7 ,  - r3 ) ,  (9 ,  -3 ,  7 ) )  .

\\-r.ztraczyć macierz tego operatora w bazie

( (1 ,  -2 ,  1 )  ,  (3 ,  -  r ,2 )  ,  (2 , r ,2 ) )  .
39.22. Zał6żrny' Ze operator liniowy An-wymiarowej przestrzeni V przeprowa-

r l z t r  l i r r iowo n ieza lezne wektory  &1, . .  . ,d ,  odpowiedn io  na  wektory  br , . . . ,b r .
Ur l t lwodrić, ze w pewnej bazte e - (et ) . . .)e, ,)  macierz tego operatora jest rÓw-
ml BA-I , gdzie kolumny macierzy A i B składają się odpowiednio ze wspÓł-
rzęrlrlrlch danych wektorÓw w bazie e.

39.23. Znaleźć ogÓlną postać macierzy operatora liniowego A w bazie, ktÓrej
1lit't.rvsze k wektory tworzą:
(u) łltl;zę jądra operator a A;

39.24. Udowodntć, ze jeśli / (t)
llit (:Zynniki względnie pierwsze
l t l i ł l t t t L  f  ( t ) .  t z n .  f  (A )  -  ( ) ,  t o

A ,  o l l
o i ,  l l '  

saz ie f  r@r ) -  o '

& ..ąffi- $rEKTORY srŁASNE,
PODPRZESTRZENIE NIEZMIENNI CZE,
PODPRZESTRZENIE PIERSTIASTKOSTE

40,.t. Wyznaczyć wektory własne i wartości własne:

iu) operatora rlżniczkowania w przestrzeni re [t]';
(b) operatora X r--+ tX przestrzeni M, (R);

(b) bazę obrazu operator a A.

: ft (t) fz (ź) jest rozkładem wielomianu f (t)
i operator liniowy "4 jest pierwiastkiem wielo-

w pewnej bazte macierz operator a A ma postać

fz (Az) : o.


