| OPERATORY LINIOWE

f:V->V,

czyli dziedzina = przeciwdziedzina

Bedziemy robi¢ zadania 39.x, gdzie
x=8,11,12, 13,19, 20, 21, 23, 24.

§ 39. DEFINICJA OPERATORA LINIOWEGO.
OBRAZ, JADRO, MACIERZ OPERATORA
LINIOWEGO

39.1. Ktére z nastepujacych odwzorowan sa operatorami liniowymi podanych
przestrzeni liniowych:
(a) x+ a, gdzie a jest ustalonym wektorem w przestrzeni V;
(b) x — x + a, gdzie a jest ustalonym wektorem w przestrzeni V;
(¢) x+— ax, gdzie a jest ustalonym skalarem;
(d) x — (x]a)b, gdzie a,b sa ustalonymi wektormi w przestrzeni euklide-
sowej V;
(e) x — (a|x)x, gdzie a jest ustalonym wektorem w przestrzeni euklide-
sowej Vs
(£) f(t) flat+b), feR[t],ia,b sy ustalonymi liczbami;
(8) F(t)— Flt+1)— (1), fERJ,:
(h) £(8) = f0 (1), feR[,;
(1) (z1,29,73) — (21 + 2,22 + 5, 23);
(G) (1,22, 73) — (21 + 323, 23, 71 + 23);
(k) (x1,29,23) — (21,20, 21 + T2 + 23)7

39.2. Wykazad, ze kazdy operator liniowy przeprowadza dowolny liniowo zalezny:
uktad wektoréw na uktad liniowo zalezny.
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39.3. Niech (a;....,a,) stanowia baze w n-wymiarowe] przestrzeni liniowej V
Wykazaé, ze dla dowolnego liniowo niezaleznego ukladu wektoréw (by, ..., bn)
istnieje doktadnie jeden operator liniowy przeprowadzajacy a; nab;, i =1, ... R

39.4. Udowodnié, ze dowolny operator liniowy jednowymiarowej przestrzeni li4
niowej ma postaé x — ax, gdzie a jest skalarem. ;
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39.5. Wyznaczyé obrazy i jadra operatoréw liniowych z zadania 39.1.
39.6. Wykazad, ze operator rozniczkowania:
(a) jest osobliwy w przestrzeni wielomiandéw stopnia nie wiekszego niz n;
(b) jest nieosobliwy w przestrzeni funkcji o bazie (cost,sint).
39.7. Wykazaé, ze kazda podprzestrzefi dowolnej przestrzeni liniowej jest:
(a) jadrem pewnego operatora liniowego;
(b) obrazem pewnego operatora liniowego.
39.8. Udowodnié¢, ze jesli dwa operatory liniowe rzedu 1 maja jednakowe jadra
i jednakowe obrazy, to sa przemienne.

39.9. Niech V bedzie przestrzenig nad cialem £ i niech A bedzie operatorem
linfowym podprzestrzeni wlasciwej L przestrzeni V. Udowodni¢, ze jesli ciato
7 jest nieskoniczone, to istnieje nieskonczenie wiele operatoréw liniowych prze-
<trzeni V, ktérych ograniczenie do podprzestrzeni L jest rowne A.

39.10. Niech A bedzie operatorem liniowym przestrzeni V' i niech L bedzie pod-
przestrzenia V. Udowodnic, ze:
(a) obraz A (L) i przeciwobraz A~ (L) sa podprzestrzeniami przestrzeni V;
(b) jesli operator A jest nicosobliwy 1 V' ma wymiar skonczony, to

dim A (L) = dim A~ (L) = dim L.
39.11. Niech A bedzie operatorem liniowym przestrzeni V' i niech L bedzie taka

podprzestrzenia V', ze LNKerA = {0}. Udowodnic¢, ze operator A przeprowadza
dowolny liniowo niezalezny uklad wektoréw w L na uklad liniowo niezalezny.

39.12. Dla dowolnych operatoréw A, B, C udowodni¢ nier6wnosé Frobeniusa

rk (BA) + rk (AC) < kA + rk (BAC).

39.13. Operator liniowy A nazywamy pseudoodbiciem, jesli tk (A — &) = 1. Udo-
wodnié, ze kazdy operator liniowy n-wymiarowe]j przestrzeni jest zlozeniem nie
wiccej niz n pseudoodbié.

39.14. Niech A bedzie operatorem liniowym n-wymiarowej przestrzeni V. Udo-
wodnié, ze zbiér takich operatoréw liniowych &', ze AX = O jest podprzestrze-
nia liniows i nastepnie znalez¢ jej wymiar.

39.15. Wyznaczy¢ macierz operatora:

(@) (zy,x9,13) + (x1,21 + 29, 22 + 373) W bazie wektoréw jednostkowych
Drzestrzeni R3;

(b) obrotu plaszczyzny o kat & w dowolnej bazie ortogonalnej;

(¢) obrotu przestrzeni tréjwymiarowej o kat 27 /3 wokol prostej, ktéra w pro-
Stokgtnym ukladzie wspotrzednych dana jest rownaniami xq = r2 = I3, W bazie
“1oz0nej z wektoréow jednostkowych:
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(d) rzutu przestrzeni tréjwymiarowej na og wspolrzednych wyznaczong prze 39.20' Niech

wektor eg réwnolegle do plaszezyzny wyznaczonej przez wektory e i e w bam 0 0 1
(e1,€2,e3); 0 1 0
(e) danego w przestrzeni euklidesowej wzorem x — (x|a)a w bazie Ortonor / 1 00

malnej (er, €. e3), gdzie a = e — 2ey; i hedzie macierzg operatora liniowego przestrzeni R [t], w bazie (1,t,¢7).

% , . :
(f) X — ? Z X przestrzeni My (R) w bazie zlozonej z jednostek IH&Cie:E fWiznaczy¢ macierz tego operatora w bazie
rzowych; | (3t2 + 2t + 1,8 + 3t + 2,22 + t + 3).
b : o {

(g) X — X J || przestrzeni M, (R) w bazie zlozonej z jednostek maci% 39.21. Niech _
rzowych; i 1 —18 15
(h) X — 'X przestrzeni M (R) w bazie zlozonej z jednostek macierzowych; ;’* _1 —gg ;0

- 2

(i) X — AXB, gdzie A, B sy ustalonymi macierzami przestrzeni M, (]R)
w bazie zlozonej z jednostek macierzowych; ] hedzie macierza operatora liniowego przestrzeni R® w bazie
() X — AX + X B, gdzie A, B sa ustalonymi macierzami przestrzeni M, (]R)

w bazie zlozonej z jednostek macierzowych: ‘ ((8,-6,7),(~16,7,-13),(9,-3,7)) .
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(k) rézniczkowania przestrzeni R [t], w bazie (1,¢, ..., t"); ',% Wyznaczyé macierz tego operatora w bazie
(1) rézniczkowania przestrzeni R [¢], w bazie (t", "1, .. . 1); #
. . ‘ . . ((1,-2,1), (3,-1,2), (2,1,2)).
(m) rézniczkowania przestrzeni R [t], w bazie
(t —1)2 (t— 1" 81 39.22. Zalézmy, ze operator liniowy A n-wymiarowej przestrzeni V przeprowa-
Lt -1, 2 T ! dza liniowo niezalezne wektory ay,...,a, odpowiednio na wektory by, ..., b,.
39.16. Wykazaé, ze istnieje jednoznacznie wyznaczony operator przestrzeni R Udowodnié, ze w pewnej bazie e = (e1, .. ., e,) macierz tego operatora jest row-

na BA™L gdzie kolumny macierzy A i B sktadaja sie odpowiednio ze wspol-

przeprowadzajacy wektory (1,1,1), (0,1,0), (1,0,2) odpowiednio na wektor "
rzednych danych wektoréw w bazie e.

(1,1,1), (0,1,0), (1,0,1), nastepnie wyznaczy¢ macierz tego operatora w bazid
skladajacej sie z wektoréw jednostkowych. 39.23. Znalezé ogdlng postaé macierzy operatora liniowego A w bazie, ktérej
pierwsze k wektory tworzg:

39.17. Zalézmy, ze przestrzen liniowa V jest suma prosta podprzestrzeni Ly i L
yueb ! 4 prosta bodp ' (a) baze jadra operatora A;  (b) baze obrazu operatora A.

o bazach (ai,...,a) i (ag41,...,a,). Udowodnié, ze rzut na Ly réwnolegly dq
Ly jest operatorem liniowym i wyznaczy¢ jego macierz w bazie (ay,...,a,). §| 39-24. Udowodni¢, ze jesli f(¢) = fi (t) f2 (t) jest rozkladem wielomianu f (t)
la czynniki wzglednie pierwsze i operator liniowy A jest pierwiastkiem wielo-

39.18. Wyznaczyé¢ ogdlna postaé¢ macierzy operatoréw liniowych n- vaiarowej wiann f (t) tan. f (A) = O, to w pewnej bazie macierz operatora A ma postaé

przejstr.ze.ni w bgzie p?staci (ar,...,ap,ap11,...,a,), (k < n), ktére przeprowar« ‘ A
dzajq liniowo niezalezne wektory ay, ..., a; na Wektory by,...,bg. 0] Ay l gdzie f1 (A1) =0, fo(42) = 0.
39.19. Niech operator liniowy przestrzeni V w bazie (e, . .. ,e4) ma macierz |
0 1 2 3 p
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T i PODPRZESTRZENIE PIERWIASTKOWE
Wyznaczyé macierz tego operatora w bazach: |
(a) (e, er,e3,ey4);

(b) (e1,e1+ez,e; +ex+ey. e +eytes+ eq).

40.1. Wyznaczyé¢ wektory wlasne i wartosdci wlasne:
d) operatora rézniczkowania w przestrzeni R [t]
(b) operatora X s tX przestrzeni M, (R);




