Zadania z GALu IV

Wersja 27 listopad 2011
Zadania z @ jeszcze nie sa zrobione, z O do domu pisemnie (wraz z innymi z kartki (4) )

1) Pozostaly zadania z poprzedniej kartki. Ktére warto jeszcze robié¢? Jak najsprawniej mozna zrobié¢ zadanie
10 z poprzedniej kartki?

2) #Niech F[X;, Xo, ..., X, ] oznacza przestrzen wielomianéw zmiennych X1, Xo, ..., X,, o wspdlezynnikach
z ciala F. Przez Sym,, (F) oznaczmy wielomiany symetryczne, to znaczy takie wielomiany W (X1, Xs, ..., X,),
ktore spehiaja:

W(X1, Xy X X X)) = W(X, Xoy o, X, Xy, X))

dla kazdej pary indekséw ¢ < j. (Np dla n = 2 ma byé W(Xy, X3) = W(X2,X;).) Zbiér Sym,(F) jest
podprzestrzenia liniowa w F[X1, Xo, ..., X,]. Podaé przyktad bazy.

3) #Niech o (X1, Xs,...,X,) bedzie elementarnym wielomianem symetrycznym

or = on(X1, Xa, ..., Xp) = > I1x:-

Ic{1,2,...n} #I=k i€l

Wykazaé, ze
F[Ul7 02,y UTL] = Sym'"(F) .

(A $cidlej, ze przeksztalcenie
¢:F[Y1,Ys,...,Y,] = Sym,(F)

spelniajace
qS(Yk) = O'k(Xl,XQ, ey Xn) 5

(P Q) =¢(P) 6(Q)

jest izomorfizmem. Tzn. pokazaé, ze jednomiany od o1, 09,...,0, sa baza Sym,(F).) W szczegblnosci np
dla n = 4 zapisa¢ X7 + X3 + X3 + X3 za pomoca, .

4) #Niech pp(X7, Xo,...,X,) bedzie suma poteg
pre(X1, Xo, o, Xp) = Y XF
i=1

Dla jakich ciat
Flp1,p2,....pn] = Symn(F)?

I troche prostych zadan o przeksztatceniach liniowych:
5) Niech U, V' C R"™ beda okreslone uktadami réwnari:
U={z1+22+... 42, =0} V=Aoi=22=...=z,}.
Wykazaé, ze R™ = U @& V oraz wyznaczy¢ rzuty wektoréw jednostkowych na U réwnolegle do V.
6) QW przestrzeni R* okredlamy podprzestrzenie

U= lln{(la 17 17 1)v (_17 _2a Oa 1)} ’ V= lln{(_la _17 17 _1)5 (27 27 Oa 1)} .



Wykazaé, ze R* = U @ V i znalezé rzut wektora (4,2, 4,4) na U réwnolegle do V.

7) Niech U i W bedg podprzestrzeniami liniowymi V. Zatézmy, ze dim V' < oo oraz dim U +dim W = dim V.
Wykazaé, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

a)V=UaW,
b))V =U+W;
c) UNW ={0}.

8) ONiech f : R? — R? bedzie przeksztalceniem liniowym takim, ze f(1,3) = (2,4,1) 1 f(2,1) = (5,3,2).
Znalezé¢ f(1,1).

9) Niech f bedzie niezerows funkeja liniowa V' — F. Niech U = ker f. Wykazaé, ze V = U @ lin{v} dla
dowolniego v € V '\ U.

10) Znalez¢ przykiady przeksztalcen f : V' — V pewnej przestrzeni (koniecznie nieskoriczenie wymiarowej)
takie, ze

a) jest monomorfizmem, ale nie jest epimorfizmem,

b) jest epimorfizmem, ale nie jest monomorfizmem.

11) #Znalzé jadro i obraz przeksztalcenia
a) ¢ : Kz = Klz], ¢(f) = f = [".
b) ¢ : K[[z]] = K[[z]] (szeregi formalne), ¢(f) = f — f'.xxx

12) #Niech f; : V; — V31 dla ¢ = 0,..., n bedzie ciagiem przeksztalcenn liniowych, takim, ze im f; =
ker fiy1, Vo = 01 Viqq = 0. Udowodnié, ze Y-, (—1)*dim V; = 0.

13) #Oznaczmy przez M(n x n) przestrzen liniowa macierzy kwadratowych rozmiaru n. (Jaki jest jej
wymiar?). Niech
T:M(nxn)— M(nxn)
bedzie transpozycja, tzn. przeksztalceniem zadanym wzorem
T ({aijhi<ij<n) = {ajihi<ji<n -
Znalez¢ jadra i obrazy przeksztalcen S = £(Id+T)i A= $(Id—T).

14) #Udowodnié, ze jesli dimV < oo, to W1 @V ~ Wy & V wtedy i tylko wtedy gdy W7 ~ Ws. Podaé
kontrprzyktad, gdy dim V' = oo.

15) #Dane dwie podprzestrzenie W1, Wo C V. Zalézmy, ze dim W7 = dim Wy. Czy zawsze istnieje taki
izomorfizm f przestrzeni V, ze f(W7) = Wy?

16) #Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa, a J : V — V przeksztalceniem, takim, ze J? = —Idy .
Wprowadzi¢ w V strukture przestrzeni liniowej nad C, tak, ze mnozenie przez ¢ € C jest przeksztalceniem
J. Wywnioskowaé, ze jesli dimg V' < oo, to dimg V' jest parzysty.



