Zadania z GALu III

Wersja 7 listopad 2011
Przestrzenie liniowe i podprzestrzenie
Zadania z # jeszcze nie sg zrobione.

1) Isnieje cialo 4-elementowe Fy = {0,1,a,b}. Podaé tabelki dziataii dodawania i mnozenia.

2) Niech C(R) bedzie zbiorem funckeji ciaglych R — R z dzialaniem dodawania i mnozeniem przez stala,.
Sprawdzié, ze C(R) jest przestrzenia liniowa,.

3) Ktére podzbiory C(R) sa podprzestrzeniami liniowymi?
a) wielomiany?
b) funkcje speliajace f(0) =
¢) funkcje spemiajace f(1) =
d) funkcje spelniajace f(x) = ( x), dla kazdego = € R?
e) funkcje speliajace f(z) > 0 dla 2 > 07
f) funkcje spehiajace: f jest dwukrotnie rézniczkowalna i f = —f"'?
g) funkcje okresowe?
h) funkcje okresowe o okresie T

)

Niech V C R? bedzie najmniejsza podprzestrzenia liniowa zawierajaca wektory (1,3,2), (1,2,1), (2,5, 3).
Czy wektor (1,1, 1) nalezy do V' 7 A wektor (1,4,3) ?

5) Niech V' C C* bedzie najmniejsza przestrzenia liniowa zawierajaca wektory
(ia 17 71‘7 71)3 (Zv 71‘7 17 71)7 (15 07 07 71)

Wykazaé, ze kazdy wekror (z1,xa, z3,24) € V spelnia warunek: x1 4+ x2 + x3 + x4 = 0. Natomiast nie kazdy
spehia x4 = —1.

6) Opisa¢ réwnaniami najmniejsza podprzestrzeri liniows zawierajaca wektory:

a) (1,—1,1,0), (1,1,0,1), (2,0,1,1) w R,

b) (1,-1,1,-1,1), (1,1,0,0,3), (3,1,1,—1,7), (0,2,-1,1,2) w R®.

7) Wykazaé, ze przeciecie V4 N Vo dwu podprzestrzeni liniowych jest podprzestrzenia liniows,.

8) Niech V; i V, beda podprzestrzeniami liniowymi V. Wykazaé, ze najmniejsza podprzestrzenia liniows
zawierajaca Vi U Va jest suma algebraiczna Vi + Vo = {v; + v € V vy € V1, vy € Vol

9) Niech A, B;, By beda podprzestrzeniami liniowymi V.

a) Czy prawdziwa jest formuta AN (By + By) = (AN By) + (AN By)?

b) Czy prawdziwa jest formula A+ (B1 N B2) = (A+ B1) N (A + By)?

Niech p bedzie liczba pierwsza. Oznaczenie: F,, = Z, oznacza cialo p elementowe.

10) Tle jest podprzestrzeni liniowych w (F2)3? Opisaé¢ je réwnaniami.

11) Ile jest podprzestrzeni liniowych w (F,)"?

12) (Zadam pisemnie) Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad nieskoficzonym cialem. Dane pod-
przestrzenie liniowe Vi, Vo,..., V,. Wykazaé, ze jesli V. = VUV, U ... UV, to V = V; dla pewnego
i.

13) Niech V bedzie przestrzenia wektorows nad dowolnym cialem. Dane podprzestrzenie liniowe Vi, Vs.
Wykazaé, ze jeSi V=V, UVo to V=V, dlai=1 lub 2.

14) #Udowodnié, ze dla podprzestrzeni liniowych jakiej$§ wiekszej przestrzeni mamy:

a) ( U+W)Nn(W+V)N(V+U)=[(W+V)NU]+[(V+U)NW]

b) UNW)+WnV)+(VNnU)CcU+V)N(V+W)Nn(W+U)



15) Wskazéwka do zadania 11. Udowodnié, ze w przestrzeni F} jest

k—1
P =DE"-p)... 0" =" =[] - p)

i=0

k-tek liniowo niezaleznych wektorow.

16) Czy te uktady wektoréw sa liniowo niezalezne?

a) (1,1,0), (1,2,-3), (2,4,1) w R?;

b) (1,2,1,1), (2,-1,-1,4), (5,5,2,7) w R%;

) (3,2,1,-1), (5,—1,1,2), (7,8,1,-7), (1,-1,1,2) w R*.

17) Czy te uklady wektoréw rozpinaja caly przestrzen?

a) (3,1,1), (1,0,2), (0,3,2) w R3;

b) (3,1,0,-2), (5,2,2,—1), (1,—1,0,-2), (5,1,1,-3), (=7, -3,1,5),
(4,1,-2,-5) w R%;

c) (1,1,1) ,(a,b,c) , (a%,b%,c*) w R* dla a, b c € R.

18) Znalez¢ bazy przestrzeni liniowych rozpietych przez wektoray w dwdch poprzednich zadaniach.
19) ZnalZé bazy przestrzeni liniowych opisanych przez réwnania:

a)r+y+z+t+s=0wR5;

r — y + z - 25 4+ t =0

b)< 3z + 4y — 2z + s + 3t = 0 wR5
r — 8 + 5z — 95 + t = 0
3 2 1 -1]0 .y
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20) #Znalez¢ baze podprzestrzeni liniowej wielomianéw spehiajacych:

a) f(1) = f(2) =0;
b) f@)(7) = 0 (trzecia pochodna).



