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1) Dana liczba naturalna n. Niech V = K[x]≤n be↪dzie przestrzenia↪ liniowa↪ wielimianów
stopnia ≤ n (nad cia lem K). Baza↪ jest cia↪g wielomianów

A = {1, x, x2, x3, . . . , xn} .
Dla elementu cia la a ∈ K definiujemy cia↪g wielomianów

B = {1, (x− a), (x− a)2, (x− a)3, . . . , (x− a)n} .
Jest on baza↪ V . (Dlaczego?) Znaleźć macierze przej́scia MB

A(IdV ) i MA
B (IdV ).

2) Niech K be↪dzie cia lem. Rozważmy oczywiste przekszta lcenie

Φ : K[x] → KK .

(Wielomianowi przypisujemy funkcje↪ zadana↪ wzorem wielomianowym.) Wykazać, że:
a) ker(Φ) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy cia lo jest nieskończone.
b) Istnieje pewien wielomian fmin ∈ K[x] taki że, każdy element ja↪dra jest podzielny przez
fmin.
c) Niech p be↪dzie liczba↪ pierwsza↪. Wykazać, że fmin(x) = xp − x dla K = Fp.
d) Zastanowić sie↪ jak to jest dla cia la 4–elementowego F4.

3) Niech f : V → W be↪dzie przekszta lceniem liniowym. Udowodnić, że istnieje take
przekszta lcenie liniowe g : W → V , że f = f ◦ g ◦ f oraz g = g ◦ f ◦ g.

4) Niech
α : A → B , β : C → D

be↪da↪ przekszta lceniami liniowymi. Definiujemy przekszta lcenie

Ψ : L(B,C) → L(A,D)
f 7→ β ◦ f ◦ α .

Znaja↪c wymiary A, B, C, D i wymiary ja↪der oraz obrazów α i β obliczyć wymiar ja↪dra i
obrazu Ψ.

5) Dany uk lad wektorów v1, v2, . . . , vn w przestzeni V . Wykazać, że uk lad ten jest liniowo
niezależny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cia↪g funkcjona lów f1, f2, . . . , fn ∈ V ∗ takich
że, macierz [ai,j ]1≤i,j≤n = [fi(vj)]1≤i,j≤n jest maksymalnego rze↪du.

6) Niech

V =

{
{an} ∈ RN :

∞∑
n=1

a2n < ∞

}
.

Definiujemy przekszta lcenie

Ψ : V → V ∗

{an} 7→ Ψ ({an}) dane wzorem Ψ ({an}) (bn) =
∑∞

n=1 anbn.

Upewnić sie↪, że Ψ jest dobrze określone. Czy przekszta lcenie Ψ jest monomorfizmem? Czy
przekszta lcenie Ψ jest epimorfizmem? Jeśli nie jest epi, to skonstruować funkcjona l, który
nie leży w obrazie.


