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1) Niech V be↪dzie przestrzenia↪ wektorowa↪ nad nieskończonym cia lem. Dane podprzestrze-
nie liniowe V1, V2,. . . , Vn. Wykazać, że jeśli V = V1 ∪ V2 ∪ . . .∪ Vn to V = Vi dla pewnego
i.

2) Niech

Wn
k (p) =

∏k−1
i=0 (pn − pi)∏k−1
i=0 (pk − pi)

.

Udowodnić, że Wn
k (p) jest wielomianem zmiennej p, którego wspó lczynnik ai przy pi można

obliczyć za pomoca↪ naste↪puja↪cego wzoru:

ai = #{(λ1, λ2, . . . , λk) ∈ Zk : 0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λk ≤ n− k ,
k∑

j=1

λj = i }

(# oznacza liczebność zbioru). W szczególności wszystkie ai sa↪ liczbami ca lkowitymi
nieujemnymi.

3) Niech
V1 = lin{(1, 0, 1,−1, 1), (0,−1, 1, 1, 1), (1, 1,−2, 1, 1)} ⊂ R5,

V2 = lin{(−1,−1, 1, 1, 0), (−1, 0, 2, 1, 2), (−2,−1, 0, 1,−2)} ⊂ R5.

Znaleźć baze↪ V1 ∩ V2.

4) Dany uk lad równań 
3x1 + x2 + 3x3 = 2
4x1 + 4x2 + 7x3 = t
5x1 + sx2 + 11x3 = 0
2x1 − 2x2 − x3 = 3

W zależności od parametrów s i t określić ile ten uk lad ma rozwia↪zań.

5) Niech macierze A i B be↪da↪ tego samego rozmiaru. Udowodnić nierówność rze↪dów

rk(A + B) ≤ rk(A) + rk(B) .


