Cwiczenia 22 1 25 luty

Na nastepnych zajeciach bedziemy robié:
— Zadania 4 1 5 o funkcjach Schura
— Dokonczenie zadania o liczbach Fibonacciego

— Zadanie: Niech Cl(n) bedzie zbiorem funkcji wielomianowych na przestrzeni
macierzy kwadratowych nxn, ktére przyjmuja te same wartosci na macierzach

podobnych (tzw. funkcje klas). Oznaczmy przez Sym(xi,xo,...,x,) zbior
wielomianéw symetrycznych zmiennych z1, o, . .., z,. Niech D(x1,xo, ..., zy)
oznacza macierz diagonalna o wyrazach z1,xo,...,z,. Wykazaé, ze przek-
sztalcenie

Cl(n) — Sym(xy1,x2,...,xy)
f = f(D(:Elvl'Z"-')xn))

jest izomorfizmem.

— Zadania ze zbiorku Kostrikina: cz 11, 3.2.2, 3.2.5, 3.2.7, 3.2.8, 3.2.10, 3.2.11
(w zalaczeniu ponizej)

- Ponadto zgodnie z zaleceniem Wyktadowcy bedziemy robi¢ zadania:

21. Let V be a finite dimensional vector space over Q and let A: V — V be a Q-linear
map such that A3 = Id. Assume that if v € V is such that Av = v, then v = 0. Prove
that dim V is divisible by 4.

22, Let V be a finite dimensional vector space over R, and let A: V — V be an R-linear
map such that A> = —Id. Show that dim V is even, and that V is a direct sum of 2-
dimensional A-invariant subspaces.



o

3.1.21. Niech operator liniowy w przestrzeni R3 bedzie reprezentowany g, : Kazal, ze podprzestrzeii V) (A), ztozona ze wszystkich wektoréw wtla-
$

1 —-18 15 ‘3,2.7' b operatora A odpowiadajacych wartos$ci wlasnej A i Wektora zZerowego,
-1 —-22 20 sy jezmiennicza wzgledem dowolnego operatora B przemiennego z A.
j t n . .

L=25 22 o8 kazaé, ze dla dowolnego (nawet nieskoniczonego) zbioru parami prze-

w bazie ((8 6,7), (~16,7, —13), (9, -3 7>) Wyznaczyé je 3.2-8_°enn ch operatoréw liniowych w zespolonej, skonczenie wymiarowe]j prze-
sy T Y ) - y by T 3 y Ty . B "0 nla(» ml

. : owej:
w bazie ((1, -2, 1), (3, -1, 2), (2, 1, 2)). Strzenl-v‘{ekvtvosr (')ln;f wektor wlasny;
3.1.22. Niech operator liniowy Ay w n-wymiarowej przestrzeni liniowej 1, a) istnlf!f bzi)za w ktérej macierze tych wszystkich operatoréw sa gérno-
prowadza liniowo niezalezne wektory aj, ..., a, odpowiednio na Welg b) iStzneJe ’
bi,...,b,. Wykazac istnienie takiej bazy e = (e1, ..., ¢,), w ktérej . trojkatne:
) b ) ) ; B ’ 9 ) 13@, L, e e g1s 2 ‘2 2 : 1 t 4
tego operatora jest rowna BA ™! gdzie kolumny macierzy A i B skiadaja 3.2.9. Wykazac, 2€ Je,SI.l op?rator A nza vva:lcosc whasng A% to jeden « elementcw
odpowiednio, ze wspélrzednych danych wektoréw wzgledem bazy e, Ai—AJest wartosclg wiasng operatora /2.

3.1.23. Znalez¢ ogdlna posta¢ macierzy operatora liniowego A wzgleden % 3.2.10. Udowodni¢ podane stwierf:lzeni.em:
ktérej pierwszych k wektoréw stanowia: a) wspétczynniki c1, ..., ¢y wielomianu
a) wektory bazy jadra operatora A;
b) wektory bazy obrazu operatora A.

3.1.24. Wykazac, ze jedli f(t) = fi(t)f2(t) jest rozkltadem wielomiamy |
na czynniki wzglednie pierwsze i operator liniowy A spelia f(A4) =

lA - AE‘ - (_A)n + Cl(_>\)n71 + -+ Cn

s sumami minoréw gtéwnych odpowiedniego stopnia macierzy A;
. tora A bazi . A1 0 dzi 1 b) suma i iloczyn wartosci wlasnych macierzy A sa réwne odpowiednio jej
macierz operatora A w pewnej bazie ma postaé 0 Al gdzie fi(4): sladowi i wyznacznikowi.
fa(Az) = 0. 3.2.11. Wykazaé, ze kazdy wielomian stopnia n o najwyzszym wspdétczynniku
(=1)™ jest wielomianem charakterystycznym pewnej macierzy stopnia n.
3.2.12. Wykazaé, ze jedli A i B sa macierzami kwadratowymi jednakowego stop-
_ , 2e a
nia, to macierze AB i BA maja jednakowe wielomiany charakterystyczne.
3.2.18. Wyznaczy¢ wartoéci wlasne macierzy A'- A, gdzie A jest jednowierszowsa
macierza (ay, ..., a,).

3.2. Wektory wlasne, podprzestrzenie niezmiennicze,
podprzestrzenie pierwiastkowe

3.2.1. Wyznaczy¢ wektory wlasne i wartoéci wilasne:

a) operatora rézniczkowania w przestrzeni R[z],; 2.14, Wykazaé, ze wszystkie wartosci wlasne macierzy sa rézne od zera wtedy

b) operatora X — X' w przestrzeni M,,(R). i tylko wtedy, gdy macierz jest nieosobliwa.
3.2.2. Wykaza¢, ze w przestrzeni Rmrf zbiorem wartosci wlasnych opert' 3:2.15, Wyznaczyé wartosci wlasne i wektory wlasne operatoréw liniowych da-
liniowego f — f(ax +b), a # 0, £1, jest {1, a ..., a"}. o tych w bewnej bazie przez macierze:
3.2.3. Udowodni¢, ze wektor whasny operatora liniowego A odpowiadajact’ - } )
tosci whasnej A jest wektorem wtasnym operatora liniowego f(.A). gdze: a) g o S . o
Jest wielomianem, odpowiadajacym wartosci wlasnej f(A). ‘, ) =3 35 b) | -4 4 0 c) |5 =7 3|
3.2.4. Wykazac, ze jesli operator liniowy A jest nieosobliwy, to operat®® - 0 2] -2 1 2 6 -9 4
i A7! maja te same wektory wlasne. » - 1 0
. .. L . ] i ! 7T 12§ T4 _5 7 3 -10
3.2.5. Wykazal, ze wszystkie niezerowe wektory przestrzeni sa wektoral ¢ d) 10 1 0 0
snymi operatora A4 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest operatorem ho™™ - 1o =19 0|, e) I -4 9 f) 3 5 _3
T — ax, gdzie « jest ustalonym skalarem. - —24 13 | L4 0 5 4 -1 3 -1

oL .. . . P
3.2.6. Udowodni¢, ze jesli operator liniowy A w n-wymiarowej przestrzel}ll 3.2, 8.7
réznych wartosci wlasnych, to dla kazdego operatora liniowego przenllel : 'badaé’ ktére z podanych macierzy mozna sprowadzi¢ do postaci diago-

z A istnieje baza ztozona z jego wektoréw wiasnych. €1 przey przejicie do innej bazy nad cialem R lub nad ciatem C:
i)




