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Streszczenie

W pracy zajmuje sie SO(2)-strukurami oraz zgodnymi z nimi koneksjami charakterystycznymi
na niskowymiarowych rozmaitosciach. Szczegotowo opisane sa takie geometrie w przypadku
trojwymiarowym, a w przypadku czterowymiarowym sklasyfikowane sg geometrie jednorodne.
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Wstep

Motywacje fizyczne T

Liniowe koneksje metryczne o catkowicie antysymetrycznej torsji, zwane koneksjami charakte-
rystycznyms, staly sie ostatnio przedmiotem zainteresowania w teoretycznej fizyce i matema-
tyce. Przyktadowo, przestrzenie wystepujace w modelach Wessa-Zumina-Novikova-Wittena
(sa to proste modele konforemnej teorii pola, bedacej czescia kwantowej teorii pola) niosa geo-
metrie metrycznej koneksji z catkowicie antysymetryczna torsja ([HP92|,|GHR|,[HP96]). W
teoriach supergrawitacji, geometria przestrzeni moduli pewnej klasy czarnych dziur réwniez
jest zadana przez metryczna koneksje o catkowicie antysymetrycznej torsji (|[GPS97]). W teo-
rii supergrawitacji typu II, geometria rozwigzan NSH-bran jest takze wyznaczona przez taka
koneksje charakterystyczng. Istnienie spinoréw réwnoleglych ze wzgledu na koneksje charak-
terystyczna na riemannowskiej spin-rozmaitodci ma duze znaczenie w teorii strun, gdyz sa one
zwigzane z pewnymi solitonami (solitony BPS) [Pap00].

W teorii strun typu IT rozpatruje sie rozmaitosci N¥ x M10=F gdzie N* jest k-wymiarowa
czasoprzetrzenia oraz M0~ jest zwarts rozmaitoscig riemannowska. W takim przypadku
moéwimy, ze dodatkowe wymiary pochodzace z rozmaitoéci M sg ,zwiniete” lub ze mamy do
czynienia z ich kompaktyfikacjq. Rozmaitos¢ M jest wyposazona w pewna dodatkows struk-
ture. Modelem jest mianowicie piatka (M", g, H, ®, ), gdzie g jest metryka riemannowska na
rozmaitosci M, H jest trojforma, ® jest tak zwana funkcja dylatacji, oraz ¥ jest polem spino-
rowym. Zada sie, by spelnione byly réwnania strun, bedace uogélnieniem réwnarn Einsteina
(patrz [Str86]):

. 1
chfj — ZHimnHjmn +2- Vf@ﬂ) =0,
5(e™?*H) =0,

uzupetnione o tak zwane spinorowe réwnania Killinga:

1

1
(4% — SH)- ¥ =0

(6 = £ * dx jest korozniczka oraz VY jest koneksja Levi-Civity na rozmaitosci (M, g)).

Biorac metryczna koneksje V, ktorej tensor torsji jest réwny tensorowi H (jak wynika
z tw. 1.4, taka koneksja istnieje), powyzsze rownania mozna réownowaznie zapisa¢ w takiej,
bardziej eleganckiej, postaci (|[IP01]):

1
RicY + 55(H) +2.-V9dd =0, 6(H) =2 1grqdaH,

1
VU =0, (d® — SH) - ¥ =0,

gdzie RicV oznacza tensor Ricciego koneksji V. A zatem, tutaj koneksja V ma calkowicie
antysymetryczna torsje H oraz pole spinorowe U jest wzgledem niej réwnoleglte. Dlatego
tez, geometrie charakterystyczne oraz rownoleglte pola spinorowe sg tak istotne w teorii strun
typu II.

TPonizsze opracowanie zaczerpniete jest z pracy [F102].



Specjalne geometrie

Rozpatrzmy n-wymiarowa, jednospéjna rozmaitosé riemannowska M wraz z jej koneksja Levi-
Civity. Przesuniecie réwnolegte wzdtuz réznych petli zaczepionych w ustalonych punkcie
x € M wyznacza nam pewng grupe izometrii przestrzeni stycznej do punktu z, zwang grupa
holonomii. Okazuje sie, ze gdy M nie jest przestrzenia symetryczna, to niektére podgrupy
H C SO(n) mogg wystepowadé jako grupy holonomii rozmaitosci riemannowskich, a inne nie.
Gdy M jest nieredukowalng rozmaitoscig riemannowska, to mozliwe grupy holonomii zostaty
sklasyfikowane przez Bergera [Berb5| w roku 1955 (z pdzniejszymi poprawkami).

Grupa holonomii | dimM | Rodzaj rozmaitosci Inne wtasnogci

SO(k) k Orientowalna

U(k) 2k Kéhlerowska

SU (k) 2k Calabi-Yau Ricci-ptaska, kihlerowska
Sp(k) - Sp(1) 4k Kwaternionowo-kéhlerowska | Einsteinowska

Sp(k) 4k Hiper-kéhlerowska Ricci-ptaska, kidhlerowska
G 7 Rozmaitos¢ Ga Ricci-ptaska

Spin(7) 8 Rozmaitosé¢ Spin(7) Ricci-ptaska

Lista Bergera

Geometrie zadane przez koneksje Levi-Civity, ktérych grupa holonomii nie stanowi pelnej
grupy izometrii SO(n), nazywane sg geometriami specjalnymi. Wiadomo, ze wszystkie grupy
7 powyzszej listy rzeczywidcie moga sie pojawiaé jako grupy holonomii niesymetrycznych prze-
strzeni. Jednak w przypadku dwoéch ostatnich grup, znalezienie takich przyktadéw okazato
sie bardzo trudnym zadaniem. Dokonatl tego dopiero R. Bryant w roku 1987 [Bry87|, zupelne
przyktady zostaly znalezione przez niego i S. Salamona w roku 1989 [BS89|, a zwarte przy-
ktady znalazt w roku 1994 D. Joyce [Joy96]. Rowniez, na oryginalnej liscie Bergera znalazta
si¢ 16-wymiarowa nieprzywiedlna reprezentacja grupy Spin(9), jednak okato sie, ze geometrie
o takiej holonomii nie istnieja [GB72].

Zaznaczmy, ze jezeli nie ogranicza¢ sie do beztorsyjnych i metrycznych koneksji, to okazuje
sie, ze dowolna spojna grupa H C GL(n) moze by¢ zrealizowana jako grupa holonomii pewnej
koneksji [HO56].

Zauwazmy, ze jesli na rozmaitosci M istnieje obiekt kowariantnie staly wzgledem koneksji
Levi-Civity, to grupa holonomii moze by¢ wlasciwa podgrupa grupy SO(n), a wtedy geometria
rozmaitosci M bytaby specjalna. W przypadku kowariantnie statych spinoréw istotnie taka
implikacja zachodzi [Hit74]. Jezeli rozpatrujemy koneksje niekoniecznie beztorsyjne, ale z
antysymetryczna torsja, to takiego wniosku nie mozemy wyciagaé, ale sytuacje takie leza
w kregu zainteresowari réznych grup badawczych (np. grupy prof. Thomasa Friedriecha z
Berlina, [F102]).

Specjalne geometrie majg znaczenie dla kompaktyfikacji w teorii strun, gdyz kowariantnie
state spinory, ktore istnieja na rozmaitosciach ze specjalng geometria, pozwalaja na rozwazanie
supersymetrii, zjawiska podstawowego dla wspoétczesnych teorii fizycznych. Szczegdlnie duzo
zainteresowania skupiaja szesciowymiarowe rozmaitosci Calabi-Yau z grupa holonomii SU(3),
a takze rozmaitosci z holonomia SU(2) lub Gs.

Warto zauwazy¢, ze SO(2)-geometrie dostarczaja ciekawych przyktadéw innych geome-
trii. Przestrzen Aloffa-Wallacha typu (p, ¢), bedaca ilorazem grupy SU(3) przez jednowymia-
rowa podgrupe, jest to siedmiowymiarowa przestrzeni z Ga-struktura pochodzaca od SO(2)-
struktury (konkretniej, od Saptq,2¢+p,p—q,e-struktury, wedtug oznaczer z czesci (1.1) tej pracy).
Jest to klasyczny i szeroko badany przyktad Go-geometrii (patrz np. [CMS94],[Aly05]). Pewne



interesujace przyktady nieprzywiedlnych SO(3)-strukutur na 5-rozmaitosciach pochodza od
SO(2)-struktur (doktadniej, Sp 1 o-struktur). Zostaty one zbadane w [BN].

Naturalnie reduktywne przestrzenie jednorodne

Jednorodne przestrzenie riemannowskie, na ktérych istnieje koneksja z catowicie antysymetry-
czng torsja, nazywane sa przestrzeniami noturalnie reduktywnymsi. Pojecie to uogélnia pojecie
przestrzeni symetrycznej. Przestrzenie naturalnie reduktywne charakteryzujg sie tym, ze ist-
nieje taka tranzytywna grupa G izometrii przestrzeni, dla ktérych geodezyjne sa orbitami
jednoparametrowych podgrup grupy G [AS58]. Niskowymiarowe naturalnie reduktywne prze-
strzenie jednorodne zostaly sklasyfikowane w wymiarach 3, 4, 5 [TV83], [KV85], [KV87|.

Plan pracy

W mojej pracy bede sie zajmowal SO(2)-geometriami charakterystycznymi, zwigzanymi z
roznymi wlozeniami grupy SO(2) w grupe SO(n). Tak wiec, rozpatrywane beda podgrupy
grupy SO(n) izomorficzne z SO(2) i odpowiadajace im struktury na n-wymiarowych roz-
maitosciach wraz z koneksjami charakterystycznymi zachowujaymi dana strukture (doktadna
definicja znajduje sie w czesci 1.5).

W rozdziale pierwszym wprowadzone sa podstawowe pojecia i oznaczenia, oraz przed-
stawione s3 ogdlne twierdzenia, z ktérych bede korzystat w kolejnych rozdziatach. Dotycza
one wiazek gtéwnych, redukcji grupy strukturalnej, kanonicznych koneksji niezmienniczych
na przestrzeniach jednorodnych oraz geometrii charakterystycznych. Wyniki przedstawione w
rozdziale pierwszym sa klasyczne, jednak z powodu braku odpowiednich referencji zamiescitem
wtasne ich dowody. W pozostalej czesci pracy znajduja sie wyniki mojego autorstwa.

Rozdzial drugi, zawierajacy gtéwne wyniki niniejszej pracy, poswiecony jest dokltadnemu
opisowi rozpatrywanego przeze munie zagadnienia w przypadku trojwymiarowym. SO(2)-
struktura na rozmaitosci tréjwymiarowej jest tym samym, co wybor metryki, orientacji oraz
pola jednostkowych wektorow stycznych do rozmaitosci. Pierwsze twierdzenie (2.1) opisuje
warunek konieczny i dostateczny, jaki musi spetnia¢ to pole, by na rozmaitosci istniata kone-
ksja charakterystyczna zgodna z tak zadang struktura. Ponadto, pokazana jest jej jednoznacz-
nos¢ (dowod korzysta z twierdzenia 1.4). Kolejna czes¢ drugiego rozdziatu zawiera klasyfikacje
trojwymiarowych, jednorodnych SO(2)-geometrii charakterystycznych. Twierdzenie 2.2 pod-
sumowuje dokonang klasyfikacje. Trzecia czedé¢ drugiego rozdziatlu zawiera konstrukcje oraz
klasyfikacje wszystkich niejednorodnych SO(2)-geometrii charakterystycznych w wymiarze 3.
Okazuje sie, ze kazda taka geometria jest lokalnie izomorficzna z przestrzenia totalna jakiejs
SO(2)-wiazki gtownej nad powierzchnia riemannowska (tw. 2.3).

Celem rozdzialu trzeciego jest zbadanie SO(2)-geometrii charakterystycznych na cztero-
wymiarowych rozmaito$ciach. Zanurzenia grupy SO(2) w SO(4) klasyfikowane sa poprzez
pary wzglednie pierwszych liczb catkowitych (k, ). Parametryzuja one rowniez rodzaje SO(2)-
struktur na czterowymiarowych rozmaitosciach. Twierdzenie 3.2 opisuje topologiczne warunki
konieczne i dostateczne na to, by na czterowymiarowej rozmaitosci istniata SO(2)-struktura
dowolnego rodzaju. W drugiej czesci rozdziatu dokonana jest, analogiczna do tej w rozdziale
drugim, analiza wszystkich mozliwych jednorodnych SO(2)-geometrii charakterystycznych w
wymiarze 4. Twierdzenie 3.3 klasyfikuje wszystkie takie przestrzenie.

Rozdzial czwarty zawiera dwa twierdzenia, ktére udalo sie sformutowaé na temat wyzej
wymiarowych rozmaitosci z SO(2)-geometria charakterystyczna. Pierwsze z nich (4.1) mowi
o jednoznacznodci istnienia SO(2)-koneksji charakterystycznej. Drugie z nich (4.2) zawiera
konstrukcje niejednorodnych SO(2)-geometrii charakterystycznych w dowolnym wymiarze,



dla kanonicznego wlozenia SO(2) C SO(n). Jest to uogdlnienie konstrukeji zawartej w czesci
2.2.

1. Wiazki gléwne, koneksje, geometrie jednorodne i geometrie
charakterystyczne

1.1. Oznaczenia

Niech H bedzie grupa Liego, a £ wiazka gltéwna nad rozmaitoscia M z H jako grupg struk-
turalng. Przestrzen totalna wiazki & bede oznacza¢ symbolem E(§), jej baze symbolem B(€),
a ciecia tej wiazki symbolem I'(§). Jezeli dane jest dzialanie grupy H na rozmaitosci X, to
przez £[X| bede oznaczal wiazke ze standardowym wioknem X, odpowiadajaca wiazce £, czyli
wiazke E(§) xg X — B(¢).

Grupa H dziala z prawej strony na przestrzeni totalnej E(§) wiazki £, tym samym wy-
znaczajac homomorfizm algebry Liego h grupy H w algebre pol wektorowych na E(). Pole
bedace obrazem elementu X € h oznacza¢ bedziemy symbolem XT. Jest to tak zwane funda-
mentalne wertykalne pole wektorowe odpowiadajace wektorowi X.

Zalézmy, ze dany jest homomorfizm ¢ grupy H w inna grupe G. Homomorfizm ten
indukuje przeksztatcenie gf) wiazki § w G-wiazke glowna 5 ¢[G]. W tej sytuacji mowimy, ze
morfizm gb ¢ — & wyznacza H- strukture w wigzce ¢ lub redukcje grupy strukturalnej wigzki
{ do grupy H. Gdy ¢ jest wlozeniem, to gb tez jest wlozeniem. Wowczas redukcja grupy
strukturalnej do H jest tym samym, co ciecie wiazki £[G/H].

Przez koneksje na wiazce gltéwnej € rozumiem dystrybucje horyzontalng I' na przestrzeni
E(€), ktora jest niezmiennicza ze wzgledu na prawostronne dziatanie H na F(). Dystrybucja
horyzontalna wyznacza rzut wzdtuz dystrybucji wertykalnej, ktéry bedziemy oznaczaé sym-
bolem h. Jest to homomorfizm (projekcja) wiazki TE() w jej podwiazke I'. Za jego pomoca,
okreslony jest operator rézniczki kowariantnej D,

D: QF(E(¢)) — QM L(E(¢))
Da(Vi, ..., Vig1) = (dao h)(Vi, ..., Vi) i= da(AVA, ... AViy).

Forma koneksji T' jest to forma we QY (E(£)) ® h o wartodciach w algebrze Liego grupy H,
ktora wektorowi Ve TE(€) przyporzadkowuje taki element X e b, ze X1 jest czedcig wertykalna
wektora V. Forma krzywizny koneksji I' jest to forma Qe Q*(M) ® g,

1
Q:Dw:dw+§[w,w]:dw+w/\w.

Koneksja I' na wiazce ¢ indukuje koneksje [ na wiazce é’ = ¢|[G], poprzez prawostronne
przesuniecia R, dzialania grupy G na é . Odwrotnie, gdy dana koneksja I na wiazce §~ pochodzi
w ten sposéb od pewnej koneksji I' na wiazce £, to moéwimy, ze istnieje redukcja koneksyi T do
koneksji I' na &.

Jezeli méwimy o koneksji liniowej na wiazce stycznej do rozmaitosci M, to bedziemy
czesto mysleé o niej jak o operatorze pochodnej kowariantnej V: I'(TM) — I'(T*M @ TM).
Operator ten spelnia regule Leibniza:

V(f-V)=dfV + f-VV,

dla feC®(M) oraz VeI'(TM).



Na wiazce baz A\: L(M) — M wiazki stycznej do rozmaitosci M dana jest pewna szcze-
golna forma 6 ¢ Q' (L(M)) ® R", ktora bedziemy nazywaé forma tautologiczng (w jezyku an-
gielskim uzywa sie terminu soldering form, co dostownie znaczy ,forma spawajaca’). Forma
ta, wektorowi X stycznemu do L(M) w punkcie u, przyporzadkowuje wspotrzedne wektora
AX w bazie wyznaczonej przez u. Forma torsji koneksji o formie w wyraza sie wzorem

O=D0=d0+wAnb.

Niech 7 oznacza trywialng reprezentacje grupy SO(2) w jednowymiarowej przestrzeni rze-
czywistej R, oraz niech o oznacza kanoniczna jednowymiarowa reprezentacje grupy U(1) w
przestrzeni C. Wowczas niech oF bedzie k-ta potega tensorows tej zespolonej reprezentacji;
jest to rowniez jednowymiarowa reprezentacja zespolona. Reprezentacje o' @ o2 @ ... @ o'*
na przestrzeni C* bedziemy rowniez traktowali jako rzeczywista 2k-wymiarows reprezentacje
i oznaczali dla uproszczenia o122 Reprezentacje te¢ mozna traktowaé jako homomorfizm
grupy SO(2) w grupe SO(2k). Obraz tego homomorfizmu oznaczmy przez S;, i, .. Po-
dobnie, reprezentacje o't ® 02 @ ... ® 0% © 7 na 2k + 1 wymiarowe]j przestrzeni rzeczywistej
bedziemy oznacza¢ symbolem ¢?1+22%:® 3 obraz homomorfizmu grupy SO(2) w SO(2k + 1)
przez nig wyznaczonego oznaczmy przez S;y iy . i.e-

Zauwazmy, ze gdy liczby 1,49, .. .,4, sa wzglednie pierwsze, to homomorfizmy g1
oraz g'i2::® g5 monomorfizmami, wiec grupy Si, i,..
grupg SO(2) =U(1).

Kazde zanurzenie grupy SO(2) w grupe SO(n) jest sprzezone z pewnym zanurzeniem
g2tk Jub 829000 dla wzglednie pierwszych liczb iy, .. ., 4.

i O13aZ Si) o, i\ e 53 izomorficzne z

Niech M bedzie n-wymiarowa, zorientowana rozmaitoscia riemannowska. 7 ta rozmaito-
$cig zwiazana jest jej wiazka baz ortonormalnych i zorientowanych £. Jest to SO(n)-wiazka
glowna. Redukcja grupy strukturalnej do podgrupy G C SO(n) jest tym samym, co cie-
cie wiazki £[SO(n)/G]| = £/G z wtoknem standardowym SO(n)/G. Interesuja nas redukcje
do podgrup SO(n) izomorficznych z SO(2). A zatem, wystarczy sie ograniczy¢ do podgrup
postaci S;, iy...ip, 1UD Siyin i e

1.2. Odpowiednio$¢ miedzy formami na wigzce gléwnej
oraz formami na wiazce stycznej

Definicja. Niech £ bedzie G-wiazka gtéwna nad M oraz niech p bedzie reprezentacja grupy
G na przestrzeni wektorowej V.

Forme o e Q¥(E(€)) ® V na wiazce gtownej £ o wartosciach w V' nazywamy lensorialng
typu (p, V), gdy spelnione sa nastepujace warunki:

i)« jest horyzontalna, tzn. a(Xy,..., X)) = 0 gdy ktorykolwiek z wektorow X7, ..., Xi
jest wertykalny,

i) o jest pseudotensorialna typu (p,V), tzn. Ryo = p(g Hadla geq.

Przyktad 1. Jezeli & e Q¥(M)®V jest forma na M o wartosciach w przestrzeni V, to forma
« okreslona na wiazce & wzorem

a(u)(Xl, cee ,Xk) = @(E*Xl, e ,f*Xk)

jest forma tensorialng typu (1,V'), gdzie 1 oznacza trywialng reprezentacje grupy G na V.



Przyktad 2. Forma koneksji w na wigzce gltownej jest forma pseudotensorialna, ale nie jest
forma tensorialna, bo nie jest horyzontalna. Wrecz przeciwnie, jest wertykalna w tym sensie,
ze w(X) = 0 o ile X jest polem horyzontalnym. Jednak jezeli w i w’ sa dwiema formami
koneksji, to w — w’ juz jest forma horyzontalna, wiec tensorialna.

Przyktad 3. Niech & bedzie G-wiazka gtéwna nad rozmaitoscia M, oraz £ jej H-podwiazka
glowng wraz z wlozeniem ¢: & — &, Zalozmy, ze « jest tensorialng forma typu (p,V) na
€. Wowcezas t*a jest tensorialng forma typu (plm, V) na & Istotnie, z zalozenia, ze £ jest
podwiazka wiazki € wynika, ze ¢ komutuje z Ry, dla ke H. Stad wynika, ze Ryv'a=1"Rya =
*Ad(h~Ya = Ad(h~1)v*a. Horyzontalnosé formy t*a jest oczywista.

Zaltozmy teraz, ze t*o = 0. Dla u e E(€), kazdy wektor X styczny do E(é) jest suma wek-
tora X stycznego do E(§) oraz wektora wertykalnego V. A zatem, oy (X) = aw) (X +V) =

o) (X) + a(u)(V) = 0. Tak wige, a = 0 na zbiorze E(§) C E(§). Z pseudotensorialnosci
wynika teraz, ze o = 0 na calym E(é) Pokazuje to, ze przeksztalcenie o*, ktére formom
tensorialnym na wiazce £ = £[G] przyporzadkowuje ich redukcje do wiazki &, jest monomor-

fizmem.

Przyktad 4. Niech A\: L(M) — M bedzie wiazka reperow wiazki stycznej do M. Jezeli
®e End(TM) ~T(T*M ®@TM) jest endomorfizmem wiazki stycznej, to okreslmy forme « na
wigzce € wzorem o) (X) = u ! (®(&.X)), gdzie ue L(M) jest traktowane jako izomorfizm
u: R" = T, M. Wtedy « jest forma tensorialna typu (o,R™), gdzie o jest zwykly repre-
zentacja grupy GL(R™) na przestrzeni R™. Tensorialna forme odpowiadajaca morfizmowi
identycznos$ciowemu wigzki T'M nazywamy formag tautologiczng i oznaczamy symbolem 6.

Uogolniajac powyzszy przyklad, mozna nietrudno wykazaé¢ nastepujacy

Fakt. Formy tensorialne typu (p, V') stopnia k na wigzce § tworzqg wigzke wektorowq izomor-
ficznag z przestrzeniq D(AR(T*M) ® £,[V]). [

1.3. Kanoniczna koneksja niezmiennicza na przestrzeni
jednorodne;j

Zalozmy, ze H jest domknigta podgrupa grupy G. Niech dla ge G, ¢, oznacza automorfizm
wewnetrzny grupy G wyznaczony przez g, tzn. ¢g(a) = g a g~'. Woéwezas ¢4(e) = e, wiec
rozniczka Ad(g) przeksztalcenia ¢, w punkcie e wyznacza automorfizm przestrzeni T.G = g
(jest to rowniez automorfizm algebry Liego). Tak wiec, otrzymujemy reprezentacje grupy G
na przestrzeni g, ktora nazywamy reprezentacjg dotgczong i oznaczamy Adg.

Jezeli H jest podgrupa grupy G, to przez Ady bedziemy oznaczaé, niecatkiem zgodnie z
powyzszg notacja, reprezentacje Adg na g obcieta do grupy H.

Przestrzen jednorodna M = G/H jest reduktywna, jezeli algebra Liego g grupy G ma
wyznaczony Adp-niezmienniczy rozktad na sume prosta g = h @ m. Tak jest na przykiad
wtedy, gdy H jest zwarta grupa, gdyz wtedy na g mamy Adp-niezmienniczy iloczyn skalarny
i mozemy przyja¢ m = hr. Jesli przestrzen M jest rozmaitoscia riemannowska oraz grupa G
dziata przez izometrie na M, to stabilizator H jest grupa zwarta, jako podgrupa domknieta
grupy SO(n), wiecc M = G/H jest przestrzenia reduktywna.

Gdy G/H jest reduktywna, to reprezentacja dotaczona Adpy na g jest suma dwoch re-
prezentacji, na f oraz na m. Ponadto, rézniczkujac zalezno$¢ Adgm = m dostajemy, ze
lb,m] C m.

Gdy dany jest rozktad g = h ®m, kazdy wektor X € g mozemy zapisa¢ jednoznacznie jako
X = Xy + Xy, gdzie Xpebh oraz Xyyem. Niech mp: g — b oraz mm: g — m beda rzutami



przestrzeni g na odpowiednie podprzestrzenie. Dla formy o o wartosciach w g, forme myor
o wartoSciach w h oznaczmy przez ay, a forme mya o wartodciach w m oznaczmy przez oy,

Przeksztalcenie ilorazowe (: G — G/H jest w istocie H-wiazka gléowna nad przestrzenia
jednorodna G/H. Wiazke te oznaczamy przez G(G/H, H). Grupa G dziala z lewej strony na
E(¢) = G w oczywisty sposob.

Niech P bedzie G-niezmiennicza S-struktura na reduktywnej przestrzeni jednorodnej M =
G/H z rozkltadem m = g @ h. Niech \: H — S oznacza reprezentacje izotropii a A h—s
indukowany przez nia homomomorfizm algebr Liego, Adj oznacza reprezentacje dotaczona
elementu h e H w s a Ad) ;) reprezentacjg dotaczona elementu A(h) € S w s. Ustalmy element
Uy € P, wtokna wigzki P nad oe M, u,: R™ — T, M.

Twierdzenie 1.1. Jest wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé miedzy zbiorem G-niezmien-
niczych koneksji na wigzce P a zbiorem liniowych przeksztatceri A: m — s takich, Ze

A(AdpX) = Adypy(AX) dla he H oraz X em.

Odpowiedniosé¢ ta dana jest przez przyporzgdkowanie G-niezmiennicze] koneksji o formie w
przeksztatcenia A zadanego wzorem

AX) =wy,(X) dla X em,

gdzie X jest polem na P indukowanym przez X em.
Przy utozsamieniu m ~ R™ ~ T, M tensory torsji oraz krzywizny w punkcie oe M dane
8¢ WzoTaMmi:

T,(X,Y) = AX)-Y—AY) X —[X,Y]n

R,(X,Y) = [AX,AY]—A(X,Y]m) — A[X,Y]p),

dla X, Y em, gdzie znak - w powyzszym wyrazeniu oznacza dziatanie s C gl(m) na m.

Dowéd Dowoéd znajduje sie w w [KN69| (Twierdzenie 1.4, Rozdziat X). [

Nastepujace stwierdzenie pokazuje, ze w niektérych przypadkach mozna bez straty ogblno-
§ci rozpatrywad wylgceznie trywialne przeksztatcenia A, za to modyfikujac rozklad g = h ®m.

Stwierdzenie 1.2. Zaldzimy, ze, w powyzszej sytuacyi, przeksztatcenie algebr Liego Aibh—s
indukowane przez reprezentacje izotropii jest izomorfizmem. Wtedy, dla dowolnej G-niezmien-
nicze] koneksji I' na P, istnieje taki Adp-niezmienniczy rozklad g = b & m, przy kidrym
przeksztatcenie A, odpowiadajgce koneksji T w sposdb opisany powyzej, jest zerowe.

Dowo6d Reprezentacja izotropii A: H — S indukuje morfizm G-ekwiwariantny NG P

1
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H-wiazki glownej G(G/H, H) w S-wiazke gtowna P. Przy powyzszym zalozeniu, przeksztal-
cenie \ wyznacza izomorfizm przestrzeni stycznych w kazdym punkcie przestrzeni G. A zatem,
Za, pomoca, ;\, mozemy przeciaggnaé na G przestrzenie horyzontalne koneksji I' okreslone na
wigzce P, otrzymujac G-niezmiennicza koneksje I' na wigzce G(G, G/H). Przestrzen hory-
zontalna m tej koneksji w punkcie e € G zadaje szukany Adp-niezmienniczy rozktad g = hdm.
|

Ponizsze twierdzenie méwi o tym, ze przy badaniu przestrzeni jednorodnych, iloraz postaci
G/H mozna ,skroci¢” przez dzielnik normalny N grupy G zawarty w H i rozpatrywac zamiast
tego przestrzeri G'/H' = (G/N)/(H/N), przy czym, jezeli wiemy, ze na przestrzeni tej istnieje
G-niezmiennicza K-struktura, to wspoélny dzielnik N jest duzego wymiaru.

Twierdzenie 1.3. Zalézmy, ze G/H jest przestrzeniq jednorodng. Wowczas istnieje jedyna
maksymalna podgrupa N w H, ktdra jest normalna w G. Ponadto, jest ona podgrupg Liego
grupy G oraz istnieje G-ekwiwarianiny dyfeomorfizm przestrzeni (G/N)/(H/N) w przestrzer
G/H.

Jezeli G/H jest spdjng, reduktywna przestrzeniq jednorodng z rozktadem g = b @ m, oraz
na na wigzce stycznej do G/H dana jest G-niezmienniczg K -struktura poprzez reprezentacje
p grupy K na m, to dim(H/N) < dim(K), a doktadniej, dim(H/N) < dim(im 7), gdzie
7: H— GL(T,(G/H)) jest reprezentacjq izotropii grupy H.

Dowo6d Niech N bedzie grupa generowana przez wszystkie podgrupy normalne w G, za-
warte w H. Wtedy N réwniez jest normalng podgrupa w G zawarta w H. A zatem N
jest maksymalng podgrupa o tych wtasnodciach, a poniewaz domkniecie N tez je posiada,
wiec N musi by¢ domknieta. Na mocy twierdzenia Kuranishi i Yamabe, N jest podgrupa
Liego grupy G. Naturalne przeksztalcenie przestrzeni G/H w przestrzen (G/N)/(H/N) jest
G-ekwiwariantnym dyfeomorfizmem.

Niech K = p(K) oraz 7: H — GL(T,(G/H)) bedzie reprezentacia izotropii grupy H. Z
zalozenia, ze dana K-struktura jest G-niezmiennicza wynika, ze obraz 7 lezy w K. Niech
L = ker 7. Wowczas [[,m] = 0, a poniewaz L jest normalna w H, wiec [[,h] C [. Tak
wiec, [[,g] C Lwiec [ jest ideatem w g. A zatem skladowa jednosci grupy L jest normalna
podgrupa grupy G, zawarta w H, wiec dim N > dim L = dim H — dim(im 7). Stad,
dim H/N = dim H — dimN < dim(im 7) < dim K < dim K. |

Whiosek. Gdy na przestrzeni jednorodnej M dana jest niezmiennicza SO(2)-struktura, to
mozemy zaltozy¢, ze M = G /H gdzie dim H = 1 oraz reprezentacja izotropii jest nietrywialna,
albo 7ze dim H = 0, czyli M jest grupa.

1.4. Geometrie charakterystyczne

Definicja. Niech (M, g) bedzie gtadka rozmaitoscia riemannowska. Metryczng koneksje V na
rozmaitosci M nazywamy koneksjg charakterystyczng, jezeli jej tensor torsji Ty jest catkowicie
antysymetryczny, to znaczy:

9(Tv(X,Y), Z) = —g(Ty(X, Z),Y)

dla dowolnych pol wektorowych X,Y, Z na M. Trojke (M, g, V) nazwiemy wowczas geome-
trig charakterystyczng. Jezeli na M zadana jest pewna G-struktura, gdzie G C O(n), oraz
koneksja charakterystyczna V jest zgodna z ta struktura, to powiemy ze jest to G-koneksja
charakterystyczna, ktora wyznacza G-geometrie charakterystyczng na M.
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LC
Niech V oznacza koneksje Levi-Civity, oraz niech V bedzie dowolna koneksja na rozma-

itosci M. Niech tensor a e I'(T*M @ T*M ® T'M) spelnia rownoscé
LC 1
VxY = VxY - sa(Y. X). (1)

Dla danej koneksji V oraz pol X, Y, Z stycznych do M, tensor Vg okreslony jest wzorem:

(Vo) (X,Y,Z) = X(9(Y, 2)) — g(VxY,Z) — g(Y,Vx Z).

LC
Poniewaz Vg = 0, wiec

(VO)(X,Y,2) = 5 (g(aY, X), 2) + g(a(Z, X),Y ),
wiec
Vg =S8, (2)

gdzie 13 jest operatorem symetryzacji ze wzgledu na pierwszy i trzeci argument tensora o.
Koneksja jest metryczna wtedy i tylko wtedy, gdy Vg = 0, czyli gdy tensor « jest antysyme-
tryczny w plerwszym i trzecim argumencie.

Jezeli przez Ty oznaczymy torsje koneksji V, to znaczy

Ty (X,Y)=VxY - VyX — [X,Y],
to wowczas
Ty = A, (3)

gdzie A12a oznacza antysymetryzacje ze wzgledu na pierwsze dwa pierwsze argumenty tensora
Q.
Nastepujace twierdzenie daje r6zne opisy koneksji charakterystycznej:

Twierdzenie 1.4. Niech (M, g) bedzie rozmaitoscig riemannowskq, oraz niech V bedzie kone-
ksjg metryczng na M i niech a(Y, X) = 2(1§XY —VxY). Wowczas réwnowazne sq warunki:
i) 'V jest koneksjq charakterystyczng,
i) tensor « jest catkowicie antysymetryczny,
i) Ty = a,
iv) geodezyjne koneksji V pokrywajq sie z geodezyjnymi Levi-Civity na M.

Dowo6d Na mocy (2), metrycznosé koneksji V jest rownowazna warunkowi S'3a = 0, lub
rownowaznie

ABa = a. (4)
Przeformutujmy réwniez warunki 7)-iv) natepujaco:
’i’) A1’2’3a :A1,2a

i) AV?3a =a

11



i) A2 = o
iv’) (X, X) =0 dla dowolnego X e T'M.

7 definicji koneksji charakterystycznej oraz wzoru (3) wynika, ze warunek ¢) mozna zapisa¢
tak:
AL23AL2, — AL2,
?

gdzie AV23 oznacza antysymetryzacje ze wzgledu na wszystkie trzy argumenty tensora. Po-
niewaz A123 o Ab2 = AL23 to widzimy, ze warunki 4) oraz i’) sa réwnowazne.

Warunek 1) jest wyrazeniem warunku 4’) za pomoca stow, a warunek #4), na mocy (3),
mozna zapisa¢ w postaci warunku #ii’).

Natomiast warunek iv) oznacza, ze dla kazdej gtadkiej krzywej v: I — M,

LC
V';/")/EO@V:Y")/EO.

A zatem, na mocy (1),
LC

Viy=0= a(¥,9) =0.
Poniewaz dla dowolnego wektora X e T'M istnieje geodezyjna v Levi-Civity wychodzaca w
kierunku X, zatem

a(X,X)=0
dla dowolnego X e TM. Odwrotnie, jezeli a(X, X) = 0 dla dowolnego X e TM, to

LC
Vi = Vi,
Tak wiec, istotnie warunki 4v) oraz iv’) sa sobie rownowazne.

Oczywiscie (X, X)) = 0 dla dowolnego X € TM wtedy i tylko wtedy, gdy « jest antysyme-
tryczny w pierwszym i drugim argumencie, czyli gdy AM2a = a. Dowodzi to réwnowaznosci
warunkow éii’) oraz iv’).

Poniewaz tensor « jest catkowicie antysymetryczny wtedy i tylko wtedy, gdy jest anty-
symetryczny ze wzgledu na pierwszy i drugi argument, oraz ze wzgledu na pierwszy 1 trzeci
argument, to warunki #’) oraz iii’) sa rownowazne, przy zatozeniu rownosci (4). Co wiecej,
widaé tez ze implikujg one rownosé i’).

Pozostaje zatem wykazac, ze rownosci i’) oraz (4) implikuja warunek iv’). Dla wygody, be-
dziemy teraz traktowaé tensor « jako tensor trzykrotnie kontrawarianty. Zatézmy, ze zachodzi
i’). Niech X,Y beda polami wektoréw stycznych do M. Wowczas,

AM2a(Y, X, X) =0,

czyli
aY, X, X) =a(X,Y, X).

Namocy (4), lewa strona powyzszej rownosci jest rowna —a (X, X, Y'), a prawa strona réwnosci
jest réwna 0. Koriczy to dowod implikacji i7)=iv’).
Tym samym pokazalismy réwnowaznosé warunkow i’)-iw’), a co za tym idzie, takze i)-iv).

LC
Whiosek. Przyporzadkowanie o — V — %oz zadaje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé
miedzy elementami Q3(M) a koneksjami charakterystycznymi na rozmaitosci riemannowskiej
M. Odwzorowanie odwrotne dane jest przez V — Ty.
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2. Trojwymiarowe SO(2)-geometrie charakterystyczne

Zajmiemy sie trojwymiarowymi rozmaitosciami, na ktorych zadana jest pewna SO(2)-stru-
ktura oraz zgodna z nig koneksja, o catkowicie antysymetrycznej torsji. Poniewaz wszystkie
zanurzenia grupy SO(2) w SO(3) sa sprzezone z zanurzeniem o ®, wiec mozemy bez straty
ogolnosci ograniczy¢ sie do struktur zadanych przez grupe Si,.. Jest to dokladnie grupa
tych przeksztatcen przestrzeni trojwymiarowej R3, ktore zachowuja orientacje, standardowy
iloczyn skalarny, oraz wektor es standardowej bazy R3. Wynika stad, ze zadanie takiej struk-
tury na tréjwymiarowej rozmaitosci M jest rownowazne wyborowi jej orientacji OO, metryki
g oraz pola wektorow V dtugosci 1. Wowcezas wiazka glowna wyznaczajaca SO(2)-strukture
jest to podwiazka wiazki reperow, skladajaca sie z zorientowanych baz postaci (X1, X2, V).

Definicja. Przez SO(2)-stukture na trojwymiarowej rozmaitosci M bedziemy rozumieli
trojke (O,g,V), gdzie O jest orientacja, g jest metryka oraz V' jest unormowanym polem
wektorow stycznych do M. Taka strukture bedziemy oznacza¢ (M, O, g, V).

Bedziemy mowic, ze lokalna baza pol wektorowych (eq, e2, e3) na M jest zgodna ze struk-
tura (M, O, g,V), jesli tworza one baze zorientowang i ortonormalng, oraz es = V.

Wiazka styczna kazdej orientowalnej, trojwymiarowej rozmaitosci M jest trywialna (zob.
[MS74]) . A zatem istnieja na niej trzy globalnie okreslone, w kazdym punkcie liniowo nieza-
lezne, pola wektorowe e1, e, e3. Wyznaczaja one pewng metryke g oraz orientacje O, wiec na
dowolnej trojwymiarowej rozmaitosci M istnieje pewna SO(2)-struktura (M, O, g, V).

Niech (M,0,g,V,V) bedzie SO(2)-geometria charakterystyczna. Koneksja charaktery-
styczna V wyznacza (jednoznacznie, jak wynika z tw. 1.4) tréjforme Ty, ktorej z kolei od-
powiada pewna funkcja okreslona na M poprzez izomorfizm Hodge’a * : Q3(M) ~ C(M).
Funkcje te bedziemy nazywali funkcjg torsji danej geometrii charakterystycznej na trojwy-
miarowej rozmaitosci.

Wybierzmy wektor bazowy standardowej dwuwymiarowej reprezentacji algebry s0(2), wy-

ZNaczony przez macierz
0 1
7=( 5 0)

Reprezentacja SO(2) na R? indukuje reprezentacje na AZ(R3)§A1(R3) i rozktad tej ostat-
niej przestrzeni na nieprzywiedlne reprezentacje to

A (R?) =R~ (e3), @ (e3) ™,

gdzie e?f to sa te jednoformy, ktore znikajg na wektorze es.
Rozklad ten indukuje kanoniczny przedstawienie dwuformy krzywizny Q € Q% (M) ® so0(2)
w postaci

Q:<R1 *Vb—i—Rg/\Vb>®J, (2.1)

gdzie V, = ¢g(V,-) jest forma dualng do pola V wzgledem metryki g, Ry e C*°(M), oraz
Ry e QY(M) jest forma ortogonalna do V.

Ponizsze twierdzenie podaje warunki konieczne i dostateczne na istnienie SO(2)-koneksji
charakterystycznej na 3-rozmaitosci (M, O, g, V).

Twierdzenie 2.1. Niech (M,0,q,V) bedzie tréjwymiarowg SO(2)-strukturg. Wdowczas
SO(2)-koneksja charakterystyczna istnieje wtedy @ tylko wtedy, gdy pole V jest geodezyjne
LC

1 tensor V'V jest antysymetryczny. Ponadto, taka koneksja wyznaczona jest jednoznacznie.
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Dowo6d Zatozmy, ze V jest koneksja charakterystyczna, oraz ze o = 2(V — V). Na mocy
tw. 1.4, « jest tensorem catkowicie antysymetrycznym. Wowczas koneksja ta jest zgodna ze

LC LC
struktura, (M, O, g, V) wtedy i tylko wtedy, gdy VV =0, czyli gdy VV = —iya. A wiec VV
LC

jest endomorfizmem antysymetrycznym oraz VyV = 0.
LC

7 drugiej strony, zalézmy, ze pole V jest geodezyjne oraz ze endomorfizm VV jest an-
tysymetryczny i odpowiada pewnej dwuformie 3 e Q%(M). Geodezyjnosé pola V oznacza, ze
v =0. Wtedy forma o = =V}, A 3 jest jedyna trojforma taka, ze f = —iy«a, wiec koneksja
V jest szukang SO(2)-koneksja charakterystyczna. |

2.1. Klasyfikacja trojwymiarowych, jednorodnych
SO(2)-geometrii charakterystycznych

Zalozmy teraz, ze (M, O, g, V) jest trojwymiarows przestrzenia jednorodna. Znaczy to, ze na
M dziata tranzytywnie pewna grupa symetrii G, poprzez dyfeomorfizmy zachowujace wybrana
strukture, a wiec izometrie zachowujace orientacje oraz pole V. Zalézmy, ze na M istnieje
SO(2)-koneksja charakterystyczna I'. Z twierdzenia 4.1 o jednoznacznosci wynika, ze I' tez
musi byé G-niezmiennicza. A zatem takze tensory torsji oraz krzywizny sa G-niezmiennicze,
wiec funkcja torsji oraz funkcja Ry sa state. Dla uproszczenia napiséw, niech —t bedzie (stata)
funkcja torsji koneksji I'.

Niech (eq, e, e3) bedzie bazg w punkcie o € M zgodna z wybrang struktura. Wowczas, na
mocy definicji funkcji torsji —t,

T0(61, 62) = —t- €3
To(ez,e3) = —t-e; (%)
To(es,er) = —t-e2

Jezeli przez H oznaczymy grupe izotropii wybranego punktu oe M, to M = G/H, oraz
przestrzeni jednorodna G/H jest reduktywna. Na mocy wniosku z twierdzenia 1.3, mozemy
zatozy¢, ze grupa G symetrii M jest taka, ze dimH = 1 i reprezentacja H — SO(2) izotropii
jest nietrywialna, lub ze dimH = 0, czyli ze M = G jest grupa.

2.1.1. Nietrywialna grupa izotropii

W tym przypadku, M = G/H, gdzie H jest jednowymiarowa domknieta podgrupa grupy
M, oraz reprezentacja izotropii H — SO(2) jest nietrywialna. Niech na M dana bedzie
koneksja I' zgodna z dang SO(2)-strukturag. Na mocy stwierdzenia 1.2, istnieje taki rozktad
g = h & m, ze przeksztatcenie A: g — b odpowiadajace koneksji I" jest zerowe. Wowcezas, na
mocy twierdzenia 1.1, formy torsji i koneksji w punkcie o € M dane sa wzorem

To(Xv Y) = _[X7 Y]m (T)

Ro(X,Y)=-\[X,Y],) dla X,YeT,M~m. (R)

Reprezentacja izotropii A grupy H na m w pewnej ortonormalnej bazie (e1, e, e3) jest
postaci ¢®* dla pewnej niezerowej liczby caltkowitej k. Wowczas istnieje wektor h rozpinajacy
jednowymiarowa przestrzen b, dla ktérego spelnione sg zaleznosci:

[h,e1] = —es,
[h7 62] = é€1,
[h, 63] = 0.
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Wtedy, z rownosci (x) oraz (T), wnioskujemy, ze istnieja liczby «, 3, takie, ze

le1,ea] = t-es+a-h,
[62563} = t'61+/6'h7
[63,61} = t-eg —i—’y'h.

Teraz,
[h, [63, 61” = [h,t ex + 7y h] = t[h, 62} =1 ey,

a z drugiej strony, z tozsamosci Jakobiego,
[h, [es, e1]] = [[h, e3], e1] + [es; [h, e1]] = —[e3, e2] = [e2,e3] =t €1 + B h.

A zatem @ = 0. Analogicznie, v = 0.
Podsumowujac, nasza algebra g rozpieta jest przez wektory h,eq, e, es, ktorych komuta-
tory zdefiniowane sg nastepujaco:

[h, 61] = —€2

[h, 62] = €1

[h, 63] = 0

[e1,e9] = t-es+a-h
[62, 63] = t- €1

[63, 61] = t- €9.

Ze wzoru (R) oraz powyzszych rownoséci wynika, ze rozktad R = (Ry-e' Ae? + Ro) ®J jest
taki, ze Ry = —«a oraz Ry = 0. Przestrzen horyzontalna koneksji I' w punkcie e e G wiazki
G(G/H, H) jest to przestrzeri m rozpieta przez wektory ei, e, eg algebry liego g.

Przypadek 1: t2 # «, t # 0.
Zalozmy, ze t? # a oraz t # 0. Po podstawieniu

h ﬁ(eg%—th),
€1 = pey,

€2 = M €2,

€3 = ﬁ(t es+a h),

gdzie p? - (12 — a) = ¢ = 1, mnozenie upraszcza si¢ do nastepujacej postaci:

[y

S0 S S

D Dy ™

L > =
Il

I
Il

H
Il
Mmoo o

Dy D ™
N

™y dr D
&,
Il

w
=
|
D
b

Te same rownosci sa spetnione w algebrze gl(5) przez elementy

0 -1 0 0 0 0000 O
1 0 000 0000 O

h=l0 0 000 |,a=l0000 -1},
0 0 000 0000 O
0 0 00 0 000 0
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0000 0 000 0 O
0000 O 000 0 O
5=(0000 0 |,=l000 -10 |,
0000 —1 001 0 0
000 ¢ 0 000 0 O

ktore rozpinaja podalgebre so(2) @ so(3) gdy € = 1 oraz podalgebre so(2) @ s0(2,1) gdy
e = —1. A zatem, za grupe G mozemy wzigé grupe SO(2) ® SO(3) w przypadku € = 1 oraz
grupe SO(2) & SO(2,1) gdy € = —1. Podgrupa H odpowiadajaca podalgebrze h w obydwu
przypadkach jest grupa S; 1. € SO(2) & SO(2) & 1.

Przypadek 2: t?2 = q,t # 0.
Podstawiajac és = tes + ah, dostajemy nastepujace réwnosci:

’61] = —€2

h
h,ea] = e
h

0
e1,e] = €3
0
0

Sa one takze spelnione przez nastepujace elementy w gl(5):

000 O 0 -1 0 0
B 00 -1 0 el = 00 00
010 0| 00 01|
0 00 O 00 00
0010 00 0 -2
ey — 0 001 &y — 0000
0000 | 0000
0 00O 0000

Oznaczmy przez G2 podgrupe GL(5), ktorej algebra Liego jest rozpinana przez powyzsze
macierze. Niech IV bedzie podgrupa normalng odpowiadajaca podalgebrze generowanej przez
wektory ey, e, €3. N jest izomorficzna z grupa (R3,-), gdzie

veow=v+w+m3(v X w)

oraz 73 jest rzutowaniem na trzecia o wspohlrzednych. Grupa N sklada sie z macierzy postaci

1 —y = =z
0 1 0 =z
0 0 1 vy
0 0 0 1

Grupa H generowana przez wektor h jest to grupa izomorficzna z SO(2), skladajaca sie z
macierzy postaci

10 0 0
0 cos(a) —sin(a) 0
0 sin(a) cos(a) 0O
0 0 0 1
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Grupa (1.5 sktada sie z macierzy postaci

1 =T J- A 2
0 A v
0 0 1

takich, ze veR?, z e R oraz A e SO(2).
A zatem G122 = N x H, oraz przestrzen M = G/H jest lokalnie izomorficzna z przestrze-

nig jednorodng R? ~ N z dziataniem grupy Gp.2 danym przez (n h)(v) = n-h v h~! dla
n,ve N,he H.

Przypadek 3: t=0,a # 0.

Jest to przypadek graniczny, w ktérym torsja znika. Algebra Liego g, podobnie jak w przy-
padku t? # «, jest izomorficzna z R @ s0(3) lub R @ s0(2,1), w zaleznoéci od tego czy a < 0
czy tez a > 0 (przypadek o = 0 rozpatrze osobno). Wezmy wiec za G grupe R & SO(3), gdy
a<0aR®SO(2,1), gdy a > 0. Tym razem, podgrupa H odpowiadajaca algebrze b jest to
podgrupa 1 @ SO(2) C G. Przestrzeri jednorodna G/H to S? x R gdy a > 0 oraz H? x R
gdy a < 0 (H?— hiperboloida jednopowtokowa).

Przypadek 4: t=0,a=0.
Wierna reprezentacja liniowa algebry g wyglada w tym przypadku nastepujaco:

00 0 O 0000

b s 00 -1 0 o1 00 01
01 0 0|’ 0000 |
00 0 O 00 00
000 O 0 0 01

ey 000 O o5 0000
000 -1 | 00 00
000 O 0 000

Jest to algebra Liego grupy G izometrii przestrzeni trojwymiarowej zachowujacych kierunek
pionowy. Podgrupa H odpowiada podgrupie izometrii zachowujacych érodek uktadu. Tak
wiec, przestrzen jednorodna G/H jest to R? z grupa symetrii G.

2.1.2. Trywialna reprezentacja izotropii

W tym przypadku M = G jest grupa Liego. Wéwczas, na mocy twierdzenia 1.1, koneksja I’
odpowiada pewnemu przeksztatceniu A: g — s0(2) C gl(3), za ktorego pomocy torsja wyraza
sie wzorem

T(X,Y)=AX)-Y —A(Y) X - [X,Y].

Zakltadajac, ze forma torsji jest antysymetryczna (tak, ze T, = —t e! Ae? Ae3), otrzymujemy
stad nastepujace rownania:

[61,62] = t-e3+A(€1) ) —A(eg) -e1
[62, 63] = t-e1+ A(eg) -e3 — A(eg) - €9 (1)
[63, 61] = t-eyx+ A(eg) -e1 — A(€1> -e3
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Bedziemy zakladaé, bez straty ogdlnosci, Ze reprezentacja so(2) na g w bazie (e, ez, e3), dla
wektora J rozpinajacego s0(2) jest postaci k- J, gdzie

/0 =10
J=[1 0 o0
0 0 0

Zauwazmy, ze reprezentacja ta wyznacza wlozenie grupy SO(2) w GL(T.G), co jest réwno-
wazne okresleniu niezmienniczej SO(2)-struktury na G.

Istnieja state ay,ao, a3 takie, ze A(e;) = —a; - J dla i = 1,2,3. Réwnania (1) przyjmuja
wtedy postaé:

[e1,e2] = ai-e1+az-ea+t e
[e2, €3] = (t—as)-el (2)
es,e1] = (t—as) - e
Wynika z nich natychmiast, ze [e1, [e2, e3]] = 0, a na mocy tozsamosci Jakobiego, [e1, [e2, e3]] =
[[e1, e2], e3] + [e2, [e1, €3]] = —a1(t —as)-ea+aa(t —a3)-e1. Przyrownujac to do zera, widzimy,

ze albo ag =t, badz tez a1 =01 ag = 0.

Krzywizna. Twierdzenie 1.1 daje nam postac tensora krzywizny, ktéra w tym przypadku,
poniewaz algebra so0(2) jest abelowa oraz A = 0, upraszcza sie do postaci

R.(X,Y)=—-A([X,Y]).

Ze wzoréw (2) wynika, ze Re(e1,e2) = (a2 + a3+ a2) - J oraz, poniewaz zaktadamy, ze az = t
luba; = 0iag =0, to Re(e1,e3) =01 Re(ez,e3) = 0. A zatem R = (a3 +a3+a3)-elhe?®J,
wige Ry = (a2 + a3 + a3) oraz Ry = 0.

Przypadek 1: t#0,a1 =0,a9 = 0,03 # t.
W zaleznosci od znaku liczby ¢ - (t — ag), rownania (2) opisuja badz to algebre s0(3), badz tez
algebre s0(2,1).

Przypadek 2: (a1,a2) # (0,0), a3 = t.

W tym przypadku, [ej,ea] = a1 -e1 + as - es + as - eg oraz es jest w centrum algebry.
Zatozmy, ze a1 # 0. Przypadek as # 0 jest zupelnie symetryczny. Podstawiajac €1 =
a1eq + ases + azes, o = 0%62, €3 = es, dostajemy nastepujaca tabliczke mnozenia:

[élv 52] - él
[ég, ég] = 0
[é3,é1] = 0

Wierna reprezentacja liniowa algebry g wyglada nastepujaco:

5 01 . -1 0 . 1 0
“ 00 ) 0 0 ) 01)"
Zatem g jest izomorficzna z algebra Liego grupy 7'(2) macierzy gornotrojkatnych 2 x 2.

Przypadek 3: t#0,01 =0,a0 =0,3 =t.
Wowczas algebra g jest izomorficzna z algebra Liego grupy Heisenberga macierzy postaci

1
0
0

o = 8
— < W



Przypadek 4: t=0,a; =0,a9 =0,a3 # 0.
W tym przypadku, algebra g ma wierng reprezentacje takiej postaci:

00 O 0 0 1 0 a3 O
eg~| 0 0 —1 J,eg~ | 0 0O O |,e3~ —az 0 O
00 O 0 00 0 0 O
Jest to algebra Liego grupy ruchow sztywnych (izometrii) ptaszczyzny.

Przypadek 5: t=0,a; =0,a2 =0,a3 = 0.
Algebra g jest wowczas oczywiscie izomorficzna z R3.

2.1.3. Podsumowanie

Twierdzenie 2.2. Niech M bedzie trojwymiarowq przestrzeniq jednorodng z niezmienniczq
SO(2)-geometrig charakterystyczng (M, O, g,V,V). Niech R = (R; - %V, + Ro A V,) ® J
bedzie rozktadem formy krzywizny ReQ%(M) ® s0(2), wynikajgcym z rozktadu A%(R3) na
nieprzywiedlne reprezentacje SO(2).

Wowczas sktadowa Ry krzywizny znika, oraz geometria (M, O,q,V,V) jest lokalnie izo-
morficzna z jedng z przestrzeni z ponizszej listy, przy odpowiedniej wartosct parametru t, ktory
jest przeciwny do wartosci statej funkcji torsji (SO(2)-geometrie tych przestrzeni opisane sq
w punktach 2.1.1 oraz 2.1.2):

‘Przestrzeri jednorodna ‘ Parametry: t, o R
1.1a)|(SO(2) ®50(3))/S1,-1, t#£0, a<t?
1.15)|(SO(2) ® t#£0, a >t

50(2,1))/S1,-1,
1.2 Glg/SO( ) t£0, o=t —«
1.3 a)|(R® SO(3)) /(L& SO(2 t=0, a<t?
1.30) (R @ SO(2,1))/(1 @ t=0, a >t

50(2))
1.4 |(Eucl(R?) ®R)/SO(2) t=0, a=t?

Grupa Parametry: t,a1,a2,a3 | t (o +a3) = 0 Ry
2.1 (1) 50(3) t;éO, 041:(), 04220, t- (t*ag)
2.1 b) SO(2,1> t;éO, Oz1=0, 042:0, t- (t—ag)
2.2 |T(2) (a1, 2) # (0,0), ag =t T a2
2.8 |Heis t#£0, a1 =0, ao =0, ag =t ¢
2.4 | Bucl(R?) t=0, a1=0, ap =0, ag #0
2.5 |R3 t=0, a1 =0, s =0, ag =0
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2.2. Tréjwymiarowe niejednorodne SO(2)-geometrie charakterystyczne
2.2.1. Klasyfikacja trowymiarowych SO(2)-geometrii charakterystycznych

Gloéwnym celem tego rozdziatu jest udowodnienie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2.3. Niech p: S — S bedzie dowolng SO(2)-wigzka gtéwnag nad zorientowang
powierzchnig riemannowskq (S, 0, g), a Iy koneksja na wigzce p.

Wéwczas, na 3-rozmaitosci S jednoznacznie okreslona jest taka naturalna SO(2)-struktura
(g, O, q,V) wraz z koneksjg charakterystyczng T, ze:

e Przeksztalcenie p indukuje morfizm SO(2)-wiazek gtdwnych zwiqzanych z SO(2)-stru-
kturami na S 1 S odpowiednio.

o Tensor torsji koneksji I' jest catkowicie antysymetryczny i odpowiada funkcji krzywizny
t koneksji I'p.

Dla tej SO(2)-geometrii charakterystycznej, nieprzywiedine sktadowe tensora krzywizny
koneksyi I' sqg réwne

R = t2—|-/-€,
Ry = dt,

gdzie Kk jest krzywizng Gaussa powierzchni S.

Co wiecej, kazda SO(2)-geometria charakterystyczna (M, O, g, V') na tréjwymiarowej roz-
maitosci jest lokalnie izomorficzna z geometrig takiej postaci. A zatem, funkcja torsji t, me-
tryka g oraz forma krzywizny sq zachowywane przez potok pola V', oraz sktadowa Re krzywizny
wynosi dt.

Whiosek. SO(2)-geometria charakterystyczna na trojwymiarowej rozmaitosci ma stala torsje
wtedy i tylko wtedy, gdy sktadowa Ro tensora krzywizny jest zerowa.

Najpierw zostanie przeprowadzona konstrukcja, nastepnie pokazemy, ze rzeczywiscie daje
ona SO(2)-geometrie charakterystyczne, a w koricu, ze kazda SO(2)-geometria charaktery-
styczna lokalnie jest takiej postaci.

Konstrukcja Niech (5,0,g) bedzie zorientowana powierzchnia riemannowska i niech
p: S — S bedzie dowolng SO(2)-wigzka gltowna nad S wraz z koneksja T'g. Przez t e C*(S)
oznaczmy funkcje krzywizny koneksji I'g.

Na rozmaitosci S okreslone jest standardowe pole wertykalne V = Jt odpowiadajace wek-
torowi bazowemu J algebry s0(2). Mozemy jednoznacznie okresli¢ metryke g taka, by wektor
V' byl unormowany i prostopadty do przestrzeni horyzontalnej koneksji I'g. Na przestrzeni
horyzontalnej zas, okreslamy ¢ jako przeciagniecie z dotu metryki g przez rzutowanie p. Wy-
znaczona jest tez orientacja O rozmaitosci S taka, ze (X,Y,V) tworzy baze zorientowana w
punkcie z € S gdy (p.X, p.Y) jest baza zorientowana w p(z) € S.

Wiazka styczna do S rozklada sie na sume ortogonalna wiazek:

TS =p*TS®R-V.

Na p*T'S mamy koneksje¢ indukowang przez koneksje Levi-Civity na T'S, a na R - V mamy
ptaska koneksje. Lacznie daje to pewna koneksje I na TS. Do koneksji I' dodajmy forme
p*t - V,. W ten sposodb okreslamy nasza koneksje I' na wiazce T'S.
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Poprawnosé Tak okreslona SO(2)-geometria na rozmaitosci S ma calkowicie antysymetry-
czny torsje odpowiadajaca funkcji ¢ i sktadowe Ry oraz Rs tensora krzywizny sa takie jak w
sformutowaniu twierdzenia.

Dow6d Obliczymy wpierw forme koneksji I' na wiazce TS. Opisana w konstrukcji SO(2)-
struktura (5,0, g, V) wyznacza SO(2)-wiazke glowng &: E — S baz z nig zgodnych. Nato-
miast struktura riemannowska na S wyznacza SO(2)-wiazke gtowna : F — S ortonormal-
nych baz zorientowanych wiazki stycznej do S. Przeksztatcenie p: S — S indukuje morfizm

(E,Q) (E,wrc)

o

(S,0,5,V) ——=(8,0,9)

p wiazki Ew wiazke F, poprzez przyporzadkowanie bazie (X,Y, V) przestrzeni T, M bazy
(p+ X, p+Y') przestrzeni T),, )S

Funkcje p*t na S oraz £*p*t na E indukowane przez ¢ oznaczmy dla uproszczenia réwniez
symbolem ¢, analogicznie dla k.

Niech wrc € Q' (E) bedzie forma koneksji Levi-Civity powierzchni S, oraz e C*(S) fun-
kcja krzywizny tej koneksji. Forma p*wpc jest forma koneksji na wigzce é , a zatem takze
forma

O =prwre +t &V, (4)
gdyz & (p*t - V) jest forma tensorialng (gdzie ¢ jest funkcja krzywizny koneksji I'g). Forma
@ ® J jest to doktadnie forma koneksji I'.

Niech éf ot (E) ®@R3 bedzie forma, tautologiczng na wiazce €. Oznacza to, ze gdy X € T, E,
to wektor £&,X w bazie u ma wspohrzedne 6'(X),6%(X), 93(X); A zatem, poniewaz trzecia
wspolrzedna wektora £, X w dowolnej bazie to g(£,X, V) = V;(£.X), wiec

&V, = 6°. (1)

Jezeli zas 0 € Q' (Py) ® R? jest formg tautologiczna na wigzce £, to z okredlenia przeksztatcenia
p wynika, ze .
]3*9 = T O 9, (2)

gdzie my: R3 — R? jest rzutowaniem na dwie pierwsze wspoirzedne.

Poniewaz Vj,(JT) = 1 oraz V,|p, = 0, to forma V, ® J jest forma koneksji I'y na wiazce
p. Skoro zatozylismy, ze koneksja ta ma krzywizne t, to dV, = p*(t dS), gdzie dS jest forma
powierzchni S. Z kolei f* *dS = 61 A 92 a poniewaz §*dVb d93 wiec

6> =t 6' A 6> (3)
Zaltozenie, ze k jest krzywizna Gaussa powierzchni S moze by¢ inaczej sformutowane tak:
dwrc = k dS,

skad wynika réwnosé .
prdwrc = K £°01 A s, (4)
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Beztorsyjnosé koneksji na wiagzce £ danej przez forme wro oznacza, ze
df + (wre ® J) A0 =0,

zatem, korzystajac z (2),

T df + (Prwrc @ J) A = 0. (5)
7 rownosci (3), (4), (5) oraz definicji (#) formy koneksji, torsji i krzywizny na wiazce &:
& = prwre+t 03,
0 = di+@aJ)Ab,
Q= dowJ
wynika tatwo, ze
_ 62 7 62
O = t| eaot |,
N
QO = ((m+t2) gt Aé2+th93) ® J.

To oznacza, ze tensor torsji jest catkowicie antysymetryczny i odpowiada funkcji ¢, oraz ze
nieprzywiedlnymi sktadowymi formy krzywizny wzgledem rozktadu (2.1) sa:

R = k+ t2,
Ry = dt.
Koiiczy to dowod poprawnosci konstrukeji. |

Zupelnosé Niech M bedzie trojwymiarowa rozmaitoscia z SO(2)-struktura (M, O, g, V) i
niech I'" bedzie koneksja zgodng z ta struktura, ktérej torsja jest catkowicie antysymetryczna.
Woéwczas geometria M jest lokalnie izomorficzna z geometria otrzymana w powyzszej kon-
struke;ji.

Dowo6d Niech V bedzie pochodng kowariantng koneksji I'. Wéwczas, poniewaz V zachowuje
SO(2)-strukture oraz tensor torsji jest antysymetryczny, to

vV = 0,
Vg = 0,
9I(X,Y), 2)+9(I'(X, 2),Y) =
7 pierwszej z réwnosci wynika nastepujaca:
T\V,Z)=VvyvZ—-VzV—-LyZ = VyZ—-LyZ.
W zwiazku z tym,

Vi(X,Y) = g(VyX,Y)+g(X,VyY)
J(Lv X +T(V,X), Y)+g(X, LvY +T(V.Y))
= g(LVX7 Y)+§(X7 LVY)7

czyli Ly g = 0, wiec potok pola V' zachowuje metryke g.
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Niech S C M bedzie takim otoczeniem ustalonego punktu w M, dla ktérego istnieje
dyfeomorfizm na pewna kostke otwartg w R3 o wysokosci mniejszej niz 27, przeprowadzajacy
pole V na pole 8%3. Niech S bedzie podstawa tej kostki. Wowczas dobrze okreglone jest
przeksztalcenie ilorazowe p: S — 8, ktorego wioknami sg krzywe catkowe pola V. Z réwnosci
Ly g = 0 wynika, ze metryka g rzutuje sie do dobrze okreslonej metryki g na powierzchni S.
Na S wyznaczona jest réwniez orientacja taka, by dla kazdej zorientowanej bazy (X,Y,V)

przestrzeni 1.5, (p«X, p.Y’) bylo zorientowana baza przestrzeni T),)S.

Przez &: E — S oznaczmy SO(2)-wigzke glowng baz zachowujacych dang SO(2)-strukture
na M, obcieta do S iniech £: E — S bedzie SO(2)-wiazka glowng baz ortonormalnych wigzki
stycznej do S. Niech 0 bedzie formg tautologiczng wiazki €, a 6 forma tautologiczng wiazki &
oraz niech @w bedzie forma koneksji na wiazce c.

Przeksztatcenie p indukuje morfizm p wiazki Ew wiazke £&. Podobnie jak w dowodzie
poprawnodci, zachodza réwnoéci:

02 = po? (6)
6 = &V,

Niech a € Q'(S) bedzie taka forma, ze
@ =prwre + o (7)

Jezeli przez 5) oznaczymy forme torsji koneksji na wigzce £, a przez © oznaczymy (ze-
rowa) forme torsji koneksji Levi-Civity na wigzce &, to, korzystajac z rownosci (6), dostajemy
roéwnania:

Q! = FOl—&and®=—anb?
02 = FO*+&anb =and!

0% = &4dv,.

Zalozenie, ze forma torsji jest catkowicie antysymetryczna i odpowiada funkeji ¢ na S, jest
rownowazne nastepujacym réwnosciom:

el = t§ne?
0% = tPPnf
e = to'AG%

Przyrownujac je do poprzednich réwnar, widzimy, ze

Fa = t6
&dv, = t o' A2

skad wnioskujemy réwnosci:

dv, = tp'ds, (9)

gdzie dS jest forma powierzchni S.
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Rozniczkujac zewnetrznie réwnanie (9), otrzymujemy, ze dt A p*dS = 0. To oznacza, ze
dt(V) = 0, wiec funkcja ¢ jest stala wzdtuz wiokien przeksztatcenia p, zatem pochodzi od
pewnej funkcji ¢ okreslonej na S.

Poniewaz potok pola V' zachowuje metryke g, to rowniez zachowuje on forme V. Z okre-
dlenia zbioru S, wynika, ze mozemy go zidentyfikowaé¢ z podzbiorem otwartym trywialnej
SO(2)-wiazki gltownej nad S. Forma V| przedtuza sie do SO(2)-niezmienniczej formy, ktora
bedzie wowczas forma pewnej koneksji na tej wigzce. Jak wynika z (9), funkcja krzywizny tej
koneksji to doktadnie ¢. Ponadto, wstawiajac (8) do (7), dostajemy wzor

v=5wrc+tE&Y,

analogiczny do (#), co pokazuje, ze dana koneksja na S moze by¢ otrzymana w spos6b opisany
w konstrukcji. Konczy to dowod twierdzenia. |

Uwagi

i) W przeprowadzonej konstrukeji, wszystkie krzywe catkowe pola V' sa okregami dtugosci 2.
Gdyby przeskalowaé pole V przez staty czynnik 1, otrzymalibysmy krzywe catkowe dtugosci
27\, funkcja torsji by wynosila A t, oraz Ry = A2 t> + k, Ry = \ dt.

ii) Zamiast SO(2)-wiazki gléwnej p: S — S roéwnie dobrze mozna by wziaé R-wiazke gléwna.
Wowczas krzywe catkowe pola V' beda prostymi i powiemy, ze sa one dtugoéci oo.

Stwierdzenie 2.4. Niech (M,0,g,V) bedzie tréjwymiarowq, spéjng SO(2)-geometriq cha-
rakterystyczna.

1. Jezeli wszystkie krzywe catkowe pola V' sq homeomorficzne z okregiem, to sq one rdwnej
dtugosci . Jezeli ponadto rozmaitosé M jest zwarta, to liczba

1
— «
27Tl M

jest catkowita.

2. Jezeli wszystkie krzywe cathowe pola V' sq zupelnymi podprzestrzeniami metrycznymi
przestrzeni M, to sq one réwnej diugosci (skoriczonej lub nie), oraz geometria na M
jest globalnie takiej postaci, jak geometria otrzymana w naszej konstrukcji, z odpowiedniq
modyfikacjg dtugosci widkien, tak jaok to jest opisane w Uwagach i) oraz ii).

Dowéd Dtlugosé okregu v bedacego krzywa catkowa pola V' wyraza sie wzorem

I(v) = L%-

dV, =1t V.

7 dowodu twierdzenia wynika, ze

Niech 7 oraz 2 beda dwiema krzywymi catkowymi pola V', oraz niech o bedzie gtadka
krzywa transwersalng do pola V, taczaca punkt na okregu v, z punktem na okregu v,

Niech P bedzie powierzchnig otrzymana z o poprzez dzialanie potoku pola V. A zatem,
jest to immersyjny obraz rozmaitosci S x [0, 1], oraz pole V jest styczne do P. Stad wynika,
ze xVy|p = 0.

24



Wowczas, na mocy twierdzenia Stokes’a,

l(“)_lm):/ap%:/]ad”:/pt*Vb:O'

A zatem, dtugosci dowolnych dwoch krzywych catkowych pola V' sa sobie réwne.

Niech I bedzie wsp6lna dtugoscia krzywych catkowych pola V. Woéwczas potok pola QT“ V
wyznacza dziatanie okregu SO(2) na rozmaitosci M, oraz M staje sie SO(2)-wiazka gtowna
nad przestrzenia ilorazowa S = M/SO(2). Powtérzenie dowodu ,zupelnosci’, gdzie za S
bierzemy M, pokazuje teraz, ze SO(2)-geometria charakterystyczna na M pochodzi w odpo-
wiedni sposob z S.

A zatem,

a=T,=—E(k dS) AV,

gdzie k jest funkcja krzywizny pewnej koneksji na wiazce £. Jezeli M jest zwarta rozmaitoscia,
to liczba i fSH dS jest catkowita i odpowiada klasie Eulera wigzki &, oraz fWVb = [ dla
kazdego wtokna ~ wiazki €. Stad wynika, ze ﬁ Jus Ty jest liczby catkowita. Dowodzi to
pierwsza czesé stwierdzenia, oraz druga w przypadku, gdy wszystkie krzywe catkowe pola V
sa okregami.

Zatézmy teraz, ze wszystkie krzywe catkowe pola V' sa podprzestrzeniami zupelnymi i ze
ktoras z tych krzywych jest okregiem. Poniewaz potok pola V' zachowuje metryke, to wynika
stad, ze jesli punkt x € M jest odlegly o € od krzywej ~, to wszystkie punkty lezace na krzywej
catkowej v, punktu x sa odleglte o € od . Skoro krzywa ~, jest zupeina i jest zawarta w
zwartym otoczeniu vy, to tez jest zwarta. Tak wiec, wszystkie krzywe catkowe pola V sa
okregami i ten przypadek juz rozpatrzylismy.

Tak wiec, zalézmy, ze wszystkie krzywe catkowe pola V sa zupelnymi prostymi. Niech
01,05 beda dwiema takimi krzywymi, oraz niech x € ¢;. Potok pola V wyznacza dziatanie -
grupy R na M. Znéw, poniewaz potok pola V' zachowuje metryke g, to odlegloéé¢ punktu t -z
od krzywej £2 nie zmienia sie¢ gdy ¢ przebiega R. A zatem krzywe ¢1 oraz {5 sa ,,jednostajnie
odlegte”, to znaczy przestrzen ilorazowa M /R jest dobrze okreslona gladka powierzchnig S,
nad ktora M jest R-wiazka glowna. Powtorzenie dowodu ,zupetosci”, gdzie za S bierzemy
M, pokazuje teraz, ze R-geometria charakterystyczna na M pochodzi w taki sposoéb z S, jak
to jest opisane w Uwadze ii) . [ ]
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3. Czterowymiarowe SO(2)-geometrie charakterystyczne

W przeciwienistwie do przypadku tréjwymiarowego, w przypadku czterowymiarowym istnieje
nieskoriczenie wiele nieréownowaznych wlozeni grupy SO(2) w grupe SO(4). Kazde takie wto-
zenie definiuje inna strukture, przez co tak jednorodny opis, jak w poprzednim rozdziale nie
bedzie mozliwy.

Jak wspomnieliémy we wstepie, kazde wiozenie grupy SO(2) w SO(4) jest sprzezone z
wlozeniem postaci o, gdzie k oraz [ sa wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi.

Dla ustalenia uwagi, bedziemy zawsze zaktadali, ze [ jest co do modutu mniejsze niz k
oraz ze liczba k jest dodatnia.

W przypadku trywialnego wlozenia o'¥: SO(2) — SO(4), redukcja grupy strukturalne;
na rozmaitosci M do tak wtozonej podgrupy SO(2) moze by¢, analogicznie jak w poprzednim
rozdziale, opisana jako piatka (M, O,g,V, W), gdzie V oraz W sa wzajemnie ortogonalnymi
polami wersoréw stycznych do M.

Sy 1-struktury W przypadku wlozenia ob': SO(2) — SO(4), sytuacja si¢ nieco kompli-
kuje. Przestrzent jednorodna SO(4)/S; 1 to, jak zaraz pokazemy, RP3 x S2.

Nietrudno zauwazy¢, ze zadanie Si j-struktury na czterowymiarowej rozmaitosci M jest
rownowazne z wyréznieniem takich oto obiektow:

e Orientacja O,

e Metryka g,

e Para wzajemnie ortogonalnych, dwuwymiarowych dystrybucji V; oraz Vs,
e Izometria 7 dystrybucji V; na dystrybucje V.

Istotnie, jak tatwo wida¢, grupa przeksztalceni przestrzeni R* zachowujacych taka strukture,
to doktadnie S ;.

Teraz opiszemy wybor Sy 1-struktury jako wybér pewnych form na czterowymiarowej roz-
maitosci.

Stwierdzenie 3.1. Grupa SO(4) dziata tranzytywnie na przestrzeni RP3 x S? ze stabiliza-
torem Sy1.

Wybor Si1-struktury na czterowymiarowej rozmaitosci M jest réwnowazny z wyborem
trzech unormowanych dwuform na M, z ktérych pierwsze dwie sq samodualne i wzajemnie
ortogonalne, a trzecia jest antysamodualna.

Dowo6d Przypomnijmy, jak sie pokazuje, ze nakryciem uniwersalnym grupy SO(4) jest grupa
Spin(4) = SU(2) x SU(2) = 83 x $3. Niech H = {a +j b |a,beC} bedzie (nieprzemiennym)
cialem kwaternionéw. Mnozenie okreslone jest tak, ze j j = —1 oraz j z = Z j dla zeC.
Sprzezenie kwaternion6w, okreslone wzorem a + j b = @—j b, jest antyhomomorfizmem algebr
oraz norma zadana przez ||q||> = ¢ @ jest zgodna z operacja mnozenia. Sfera jednostkowa S°
w przestrzeni kwaternionow jest zatem grupa. Ponadto, dziatanie S3 x S na R* ~ H zadane

wzorem
o(qig) v=qva q,g@es’vel
zachowuje norme R?*, wiec wyznacza (dwukrotne) nakrycie o: % x S% — SO(4). Jest to

wiec nakrycie uniwersalne. 7 kolei dziatanie S® na zbiorze kwaternionéw ,czystych” imH =
{ir + jz |r eR, z e C} zadane wzorem

1

T(q) - w=qwq" qeS3 weimH
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daje nakrycie uniwersalne 7: S3 — SO(3). Poniewaz jest ono dwukrotne, to wida¢ stad, ze
SO(3) = S3/{(1,1),(~1,-1)} = RP3.

Rzutowanie 71 oraz mo grupy Spin(4) = S° x S? na odpowiednie wspétrzedne opuszcza sie
do homomorfizméw A; oraz Ae grupy SO(4) w grupe SO(3), co ilustruje ponizszy diagram.

S3><S3L>S3

Grupa S3 dziata w oczywisty sposéb na przestrzeni SO(3) = RP3:
qg-(R-v)=R-(qv) qeS3 veH".

Rozpatrzmy dzialanie po wsporzednych grupy S% x S3 na przestrzeni RP? x S2, gdzie S? C
imH jest sfera jednostkowa. Stabilizatorem punktu (R - 1,1) jest, jak tatwo sprawdzi¢, zbior
3’:1 = {(£1,2) |zeS! = $3NC C H}. Poréwnianie wymiaréw przestrzeni prowadzi do
wniosku, ze dziatanie to jest tranzytywne. Poniewaz

o(+1,2)-(a+jb)==+(azt+5jb21),

zatem o(+1, z) jest przeksztatceniem zadanym przez macierz w postaci klatkowej

( iz_l :I:,(z)_l ) zeS0(2) = S*

Whynika stad, ze grupa :S‘; jest dwukrotnym nakryciem grupy S1,1 € SO(4), z jadrem réwnym
N = {<17 1)7 (_17 _1)} - 83 X SB-
Na mocy twierdzenia 1.3,

(8 x §%)/811 = ((5° x $%)/N) [ (S1.1/N) = SO(4)/S1.1,

a lewa strona powyzszego ciggu réwnosci jest rowna, jak juz pokazalismy, RP3 x S2. A zatem
rowniez SO(4)/S11 = RP3 x S2, co dowodzi pierwszej czgsci tezy.

Okazuje sie, ze homomorfizm A;: SO(4) — SO(3) mozna interpretowaé jako dzialanie
grupy SO(R?) indukowane na tréjwymiarowej przestrzeni form samodualnych AT(R?) =
{aeA?(R*) | x @ = a}. Podobnie, homomorfizm Ay jest indukowany przez dzialanie na
przestrzeni form antysamodualnych A~ (R?*) = {a e A2(R*) | * a = —a}.

Zatem skladnik RP? dzialania SO(4) na RP3? x S%, mozna utozsami¢ z grupa obrotéw
SO (A+ (R4)), za$ drugi sktadnik, S? jest sfera S(A‘(R4)). Tak wiec, wybor &p1 struktury na
czterowymiarowej rozmaitosci M jest rownowazny wyborowi ciecia wiazki baz wiazki At (T M)
oraz ciecia wiazki sfer wiazki A~ (T'M). Stad wynika druga czesé tezy. [

Analogiczna analiza pokazuje, ze S1,_j-struktura jest wyznaczona przez ciecie wiazki baz
wiazki A~ (T M) oraz cigcia wiazki sfer wiazki AT (T'M).
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3.1. Czterowymiarowe rozmaitosci dopuszczajace SO(2)-struktury

Rzecza, ktora takze odroznia przypadek czterowymiarowy od tréjwymiarowego jest to, ze na
4-rozmaitosci moga istnie¢ topologiczne przeszkody ku istnieniu SO(2)-struktury. W tej czesci
opiszemy warunki konieczne i dostateczne do istnienia takich struktur. Niezwykle przydatnym

twierdzeniem tu bedzie

Twierdzenie Pontrjagina. Jezeli M jest 4-wymiarowym kompleksem komdrkowym, ktdrego
czwarta grupa kohomologii H*(M;Z) nie ma 2-torsji, to klasa izomorfizmu SO(n)-wigzki
gtéwnej (n > 3) nad M jest wyznaczona przez jej klasy charakterystyczne wo e H*(M;Zs),
p1 e HY(M;7Z) oraz jedna z klas e e HY(M;Z) lub wy e H*(M;Zs), w zaleznosci od tego, czy
n =4, czy tezn > 4.

Dowo6d [Pond5|,[DW59) |

Niech teraz M bedzie czterowymiarowa, orientowalng rozmaitodcia. W szczego6lnosci, po-
wyzsze twierdzenie zachodzi dla rozmaitosci M. Niech p i ¢ beda dwiema dowolnymi liczbami
catkowitymi.

Twierdzenie 3.2. Warunkiem koniecznym ¢ dostatecznym na to, by wigzka styczna oriento-
walney, czterowymiarowes rozmastosci M miata Sy 4 strukture, jest by istnial element x € H?(M;7Z),
ktory spetnia nastepujgce rownosci:

i) wo(M)=(p+q)-x mod 2
i) pi(M)=@p*+¢*) z-u
iit) e(M)=pq-x—x

Dowéd Istnienie S o-struktury na wigzce stycznej jest rownowazne temu, by istniala liniowa
wiazka zespolona ¢ taka, ze T'M =2 (P @ /9.
Niech 2 € H2(M;Z) i niech £ bedzie zespolong wiazka liniowa nad M odpowiadajaca klasie
x przy izomorfizmie
c1: VectS (M) — H?*(M;Z),
oraz niech n = P @ (9.
7 nastepujacego rachunku:

c(n) = c(P @l =c(lP) ()
= (I+p-al@)-1+q-a)
= 1+ (p+q) z+pg-a’

wnioskujemy zaleznosci

nm) = am?=2c0m) =@*+¢) 2°
e(n) = ca(n) =pq- 2>

Z twierdzenia Pontrjagina wynika wiec, ze wiazka n = P @ ¢4 jest izomorficzna z wiazka T M
wtedy i tylko wtedy, gdy z spelnia warunki i), i) oraz iii). |
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3.2. Klasyfikacja czterowymiarowych, jednorodnych SO(2)-geometrii chara-
kterystycznych

Bedziemy stosowa¢ doktadnie te same metody, co w przypadku tréjwymiarowym. Podobnie
jak tam, osobno rozpatrzymy przypadek przestrzeni jednorodnych postaci G/H, gdzie G
jest pieciowymiarowa grupa, a H jej jednowymiarowa podgrupa, i osobno przypadek, gdy
sama przestrzen jednorodna jest grupa czterowymiarowa. Jedynymi narzedziami, tak jak
poprzednio, sa tu twierdzenia 1.1, 1.2 oraz wniosek z twierdzenia 1.3.

3.2.1. Nietrywialna reprezentacja izotropii

Zatozmy, ze M jest jednorodna S, ,-geometria postaci G/H, gdzie G jest pieciowymiarows
grupg Liego, a H jej jednowymiarowa podgrupa domknieta oraz p i ¢ sa dwiema wzglednie
pierwszymi liczbami catkowitymi. Na mocy twierdzenia 1.2, mozemy zalozy¢, ze przeksztal-
cenie A wyznaczajace koneksje I' jest zerowe. Wowczas, na mocy twierdzenia 1.1, zachodza
wzory:

To(Xv Y) = _[va]m (T)

Ro(X,Y)=-\[X,Y]y) dla X,YeT,M~m. (R)

Niech wektory (e1,e2,es3,e4) stanowia baze ortonormalna przestrzeni T,M ~ m, oraz
niech h bedzie tak dobranym wektorem bazowym przestrzeni b, ze jego dzialanie na m w
bazie (e, ez, e3,¢e4) jest postaci oP1.

Zakladajac, ze tensor torsji jest catkowicie antysymetryczny i odpowiada formie ¢; e' A
e2Ned+ ty el A e2Net + t3 el NedAet + ty N e2Aed A 64, oraz ze czes¢ wertykalna nawiasu
Liego jest wyznaczona przez dwuforme n = Y «; e’ A e/, z twierdzenia 1.1 oraz tozsamosci
Jacobiego dostajemy pewne réwnania, ktore dadza sie rozwiazac.

W przypadku p, ¢ # 0 okazuje sie, ze jedyne rozwiazania tych rownan sa trywialne, to
znaczy torsja jest oraz forma 7 sa zerowe. Przestrzen jednorodna wtedy to jest (Sp 4% R4)/Sp7q,
to znaczy R* wraz z ptaska S, ,-geometria.

Natomiast w przypadku (p, ¢) = (1, 0) z r6wnan tych wynika, ze t3 = 0,4 = 0 oraz o; j = 0
dla {i,7} # {1,2}. Dalej wiec bedziemy bada¢ te rozwiazania, zaktadajac, ze (p,q) = (1,0)
oraz dzialanie wektora h na m w bazie (ej, e2, e3,e4) dane jest przez macierz J (a wlasciwie
jej rozszerzenie do macierzy 4 x 4). Niech oo = a 2.

A zatem tabliczka mnozenia w algebrze Liego g grupy G wyglada tak:

[61, 62] = tLez+treq+ah,
le1,e3] = —t1 e,

le1,e4] = —t2 e,

lea,e3] = t1 e,

lea,eq] = to e,

[61, h = €9,

[62, h] = —e€1,

lez,eq] = 0,

[63, h] = 0,

[64, h] = 0.
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Krzywizna 7 powyzszych réwnosci oraz réwnosci (R), wynika, ze
R,=—ae N2 ® J.

W ponizszym spisie przypadkéw podane sa podstawienia, ktoére prowadza do bazy stan-
dardowej ktoérejs ze wczedniej napotkanych algebr Liego. Wektory rozpinajace podalgebre
przemienna beda oznaczane symbolami r,ry,7o. Standardowe wektory bazowe algebr so(3)
oraz $0(2, 1) oznaczam przez f1, fo, f3. Baza algebry Liego grupy G2 sklada sie z wektorow
V1, V2, V3, V4.

Przypadek 1: t} +13 # a.
Niech u bedzie takie, ze u?(a — 3 — t3) = £1 = . Podstawiajac

fi = per,
fo = pes,
1
= ————~ (ah+ties+tae
f3 Oé—t%—t%( 1 €3 2 4)7
r. = eq—tah,
ro = e3—t1 h,

dostajemy standardowa baze algebry so(3) @ R? badz s0(2,1) ® R?, w zaleznosci od znaku
e. Wowczas h = f3 — m (ta 71 +t1 r2). Gdy (t1,t2) # (0,0), mozna tak wybraé baze
1 2

(71,79) podalgebry R? C g, by h = f3 + 71.

Przypadek 2: 2 +t2=aqa, a#0.
Zatozmy, ze t1 # 0. Przypadek to # 0 jest symetryczny. Podstawmy

v = eéq,

v2 = €2,

v3 = (BB+13) h+te3+tyey,
V4 = h,

r = eq4+tyh.

Wektory (v1, v, v4,v4) rozpinaja wowczas podalgebre algebry g, ktora jest izomorficzna z al-
gebra Liego grupy (1.2, oraz r rozpina centrum g. A zatem grupa G jest lokalnie izomorficzna
z grupa G2 X R.

Przypadek 3: «, t1, to =0.

Woéwczas wybrana baza (er,ea, es,eq,h) jest standardowa baza algebry Liego grupy
SO(2) x R*, oraz jej podgrupa H odpowiadajaca podalgebrze h to standardowo wtozone
SO(2).

3.2.2. Trywialna reprezentacja izotropii

Bedziemy postepowaé doktadnie tak jak w paragrafie 2.1.2. W tym przypadku, przestrzen
jednorodna jest grupa Liego G. Niech s, , oznacza algebre Liego grupy Sp4, € SO(4). Na
mocy twierdzenia 1.1, koneksja I' odpowiada pewnemu przeksztalceniu A: g — s, , C gl(4),
za ktoérego pomocy torsja wyraza sie wzorem

T.(X,)Y)=AX) Y -AY) X - [X,Y]. (%)
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Twierdzenie 1.1 daje réwniez postaé tensora krzywizny, ktore, uwzgledniwszy powyzsze row-
nanie, przyjmuje postac

R.(X,Y) = AT(X,Y). (R))
Zatozmy, ze forma torsji jest antysymetryczna, wiec jest postaci
-1, =t el/\62A63+t2 61A62A64+t3 61A63A64+t4 Ae? Aed Aet.

Z kolei A jest pewnym funkcjonalem o wartoéciach w s,, ~ R, ktorego wspotczynniki w
wybranej bazie oznaczmy przez A1, Ag, A3, A4.

Rownanie (%) oraz tozsamosci Jacobiego daja znow pewne ograniczenia na wspotezynniki
ti,to,t3,t4, )\1, )\2, )\3, )\4.

W przypadku, gdy p oraz ¢ sa niezerowymi liczbami, rdwnania te implikuja, ze A = 0, a
wspdlczynniki ¢; moga byé¢ dowolne.

W przypadku, gdy p =11 ¢ = 0, dostajemy dodatkowo rozwiazanie, w ktorym T'=01 A
jest dowolne oraz rozwiazanie, w ktorym t3,t4, A1, A2 = 0, a reszta jest dowolna.

Mozliwe rozwigzania réwnan podsumowuje ponizsza tabelka:

[(p.0) :p L g lql <Ip| Aeg” @5y, T, e A%(g) |
dowolne A=0 dowolne
(p,q) = (1,0) dowolne T =0
(p,q) = (1,0) A=z e+ )T —T, =(t; eF —ty €9)

Przypadek 1: A =0.

Klasyfikacja wszystkich mozliwych algebr Liego w pierwszym przypadku, w ktérym nawias
Liego jest calkowicie antysymetryczny w pewnej metryce, wydaje sie trudna. Natomiast
nietrudno wykazaé, ze dowolna zwarta i pétprosta algebra Liego wraz z metryka zadana przez
forme Killinga spelnia ten warunek (patrz [Zwe05]). Na mocy (R), krzywizna tu wychodzi
ZErOWa.

Przypadek 2: T =0, (p,q) =(1,0), A #0.

Woweczas tatwo policzy¢, ze algebra g jest izomorficzna z algebra t(2) x R, gdzie £(2) oznacza
algebre Liego gérnotréjkatnych macierzy 2 x 2. Tensor krzywizny w tym przypadku réwniez
jest, zerowy.

Przypadek 3: (p,q) = (1,0),A = (A3 2+ M\ ') @ J, —T} = x(t1 e* —ts €?).

W przypadku generycznym, wychodzi SO(3) x R lub SO(2,1) x R. Przypadki szcszegolne
to grupy Heis x R, Fucl(R?) x R oraz wczeéniej opisana grupa G1.2. Tensor krzywizny jest
postaci R = (Ast1 + Mata)e! Ae? @ J.

Twierdzenie 3.3. Niech (p,q) bedzie parg wzglednie pierwszych liczb pierwszych. Zatézmy,
ze dana jest niezmiennicza Spq-koneksja charakterystyczng na czterowymiarowes, riemannow-
skiej przestrzeni jednorodnej M. Wdowczas zachodzi jedna z nastepujgcych mozliwosci

e geometria M jest trywialna (ptaska),
o przestrzen M jest grupg Liego z catkowicie antysymetrycznymi statymi struktury,

e {p,q} = {1,0} oraz przestrzen M jest lokalnie izomorficzna z ktdras z ponizszych prze-
strzeni jednorodnych z odpowiednig S1 o-geometrig (doktadniejszy ich opis, wraz z opisem
torsji oraz krzywizny, znajduje si¢ wezesniej w tym rozdziale).
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’ ‘ Przestrzen jednorodna ‘ Parametry: t1,t2,aeR

ii- | (SOB)aRY)/S t1, by #0, a <t +15
1.1s | (SO(2,1) ®R?)/S t1,ta # 0, a > 15 + 13
1.12 | (SO(3)®R?) /(1 ® SO(2)) a<0
1.1% | (SO(2,1) @ R?) /(16 SO(2)) a>0
1.2 | (G12 xR)/S0(2) (t1,t2) # (0,0)

’ ‘ Grupa ‘ Parametry: Aeg*® J, T, e A3(g*) \ {0} ‘
2.1 T(2) xR A eR*\ {0}
2.2a) | SOB3) xR g +tadg < 1] + 13
2.2b) | SO(2,1) xR tiAs + tads > 1] + t3
2.8 Heis x R t1 :)\3,t2:)\4
2.4 Fucl(R?) x R A3 =t1,t2 =0
2.5 Gia t1A3 + 12\ :t%+t%?t2 750

4. SO(2)-geometrie charakterystyczne w wyzszych wymiarach

4.1. Jednoznacznos$é istnienia SO(2)-koneksji charakterystycznej

Udowodnimy nastepujace twierdzenie, z ktérego wynika, ze jesli dana jest rozmaitosé wraz z
SO(2)-struktura, to dopuszcza ona najwyzej jedna SO(2)-koneksje charakterystyczna.

Twierdzenie 4.1. Niech S bedzie jednowymiarowq podgrupg Liego grupy SO(n), oraz niech
M bedzie n-wymiarowq, zorientowang rozmaitoscig riemannowskq wraz z pewng S-strukturg.
Wowczas, jezeli na M istnieje S-koneksja charakterystyczna, to jest ona wyznaczona jedno-
znacznie.

Dowod Zatozmy, ze V! oraz V? sy dwiema S-koneksjami charakterystycznymi. Niech V
bedzie przestrzenig styczng do rozmaitosci M w dowolnym jej punkcie . Tensor a = (V! —
V2), jest catkowicie antysymetryczny (tw. 1.4) oraz nalezy do przestrzeni V* ® s, gdzie
s C A2V* ~ s0(n) jest algebra Liego grupy S, rozpieta przez pewna forme S e A2V*. A zatem,
aeN3V*NV*® S jest postaci X, ® S dla pewnego wektora X ¢V, gdzie X, = g(X, - ).
Zalozmy, ze X # 0. Dla dowolnych wektorow Y, Z e V', zachodzi réwnosé

a(X,Y,Z) = g(X,X) S(Y,Z) = —g(X,Y) S(X, Z).

Poniewaz forma S jest niezerowa, wiec istnieja Y, Z takie, ze S(Y,Z) # 0. Wtedy S(X, Z)

tez musi by¢ rézne od zera i, wstawiajac ¥ = X do powyzszej réwnosci, dostajemy, ze
a(X,X,Z) # 0, co jest sprzecznoscig z antysymetria . A zatem X = 0, wiec takze a = 0,
co dowodzi, ze koneksje V! oraz V2 sg réwne w kazdym punkcie = rozmaitosci M. |

4.2. Przyklady niejednorodnych SO(2)-geometrii charakterystycznych
w wyzszych wymiarach

W tym rozdziale bedziemy rozpatrywac¢ SO(2)-struktury na rozmaitosciach o dowolnym wy-
miarze, zadane przez najprostsze wlozenie SO(2) — SO(n). Zadanie takiej struktury na
n-wymiarowej rozmaitosci jest oczywiscie rownowazne z okredleniem metryki g, orientacji O
oraz n — 2 p6l unormowanych i wzajemnie ortogonalnych V3, Vy, ..., V,,. Konstrukcja tréjwy-
miarowych SO(2)-geometrii charakterystycznych uogoélnia sie do tej sytuacji w nastepujacy
Sposéb.
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Konstrukcja Niech n > 3 bedzie liczba naturalna. Niech (5,0, g) bedzie zorientowana
powierzchnig riemannowsks oraz dla i = 3,---n, niech p;: S; — S bedzie dowolna SO(2)-
wiazka gtowna nad S wraz z koneksja I';. Przez t; e C*°(S) oznaczmy funkcje krzywizny
koneks;ji T';.

Niech S = S3xg...xs5,. Jest to wigzka gtowna nad S z grupa strukturalna B, 50(2).

Na rozmaitosci S okreslone sa standardowe pola wertykalne V3, ..., V,, odpowiadajace
odpowiadajace wektorom bazowym 0&...&J&...®0 algebry @) ;s0(2). Na wiazce werty-
kalnej wiazki S okreslmy metryke taks, by pola V; byly wzajemnie ortogonalne i unormowane.
Natomiast na przestrzeni horyzontalnej koneksji I' =I's @ ... @ I'), okredlamy metryke przez
przeciagniecie metryki g z powierzchni S. W ten sposoéb okredlilismy metryke g na S,

Podobnie, standardowa orientacja na R? & @75 50(2) indukuje orientacje rozmaitosci S.

(B, Q) (E,wre)

lf lf

(5707577‘/37" '7Vn)p4> (S,O,g)

W ten sposob otrzymujemy SO(2)-strukture (S, O, §, Vs, ..., V,), ktora wyznacza SO(2)-
wigzke glowng £: E — S baz z nig zgodnych. Natomiast struktura riemannowska na S wy-
znacza SO(2)-wiazke glowng {: E — S ortonormalnych baz zorientowanych wigzki styczne]
do S. Przeksztalcenie p: S — S indukuje morfizm p wiazki E w wiazke E, poprzez przypo-
rzadkowanie bazie (X,Y, Vs, ..., V) przestrzeni T, M bazy (p«X, p«Y) przestrzeni T),,)S.

Niech

a=t3 (V3),+...+tn (Vo)

bedzie jednoforma forma na S, gdzie t; jest funkcja krzywizny koneksji I';.

Niech wrc € Q1(F) bedzie forma koneksji Levi-Civity powierzchni S, oraz x e C°°(S) fun-
kcja krzywizny tej koneksji. Forma p*wpc jest forma koneksji na wigzce §~ , a zatem takze
forma

@ = prwrc +Ea,
gdyz o jest forma tensorialng. Bedziemy rozpatrywacé wtasnie te koneksje na wiazce ¢, ktora
Jest wyznaczona przez forme w (dok}adnleJ przez © ® J).

Funkcje p*t; na S oraz 5 *p*t; na E indukowane przez t; oznaczmy dla uproszczenia rowniez

symbolem ¢;, analogicznie dla k. Niech dS oznacza forme powierzchni rozmaitosci S.

Twierdzenie 4.2. Tak okreslona SO(2)-geometria na rozmaitosci S ma cathowicie antysy-
metryczng torsje réwng p*dS A a.

Dowdd jest zupelnie analogiczny do dowodu w przypadku trojwymiarowym.
Dow6éd Niech 6 EQl( ) ® R™ bedzie forma tautologiczna na wiazce €. Oznacza to, ze gdy
X e T, E, to wektor £, X w bazie u ma wspotrzedne 01(X),...,0"(X). A zatem, poniewaz dla
i > 3, i-ta wspolrzedna wektora &, X w dowolnej bazie to g(£,X, Vi) = (Vi),(£.X), wiec

€ (Vi) = 0", (1)
Jezeli zas 0 € Q1 (Py) @ R? jest forma tautologiczna na wigzce £, to z okredlenia przeksztatcenia
p wynika, ze B

]5*(9 —= T O 9, (2)
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gdzie my: R™ — R? jest rzutowaniem na dwie pierwsze wspotrzedne.

Dlai=3,...,n, forma (V;),®J jest przeciagnigciem formy koneksji I'; na wiazce p;. Skoro
zatozyliémy, ze koneksja ta ma krzywizne t;, to d(V;), = p*(t; dS). Poniewaz £*d(V;), = db*,
wiec

do' =t; £*p*dS. (3)

Zatozenie, ze k jest krzywizna Gaussa powierzchni S moze by¢ inaczej sformutowane tak:

dwrc = Kk £°dS,

skad wynika réwnosé
prdwre =k £'pTdsS, (4)

Kolejna rownosé wynika z zatozenia, ze wro jest koneksja Levi-Civity na wiazce &:
O=di+ (wrec®@J)NEO=0.
A zatem, korzystajac z (2),
T df + (P*wrc ® J) A = 0. (5)
Z rownosci (3), (4), (5) oraz definicji formy koneksji, torsji i krzywizny na wiazce &

= pwre +E&a,
= di+ (@@ J)A0,
= do®J

O ONE S

wynika tatwo, ze

02 A&
e = t3 £'p*dS

)

tn E¥p*dS

0 = &+ ;t%) prdS + ZZ;dti A (Vi) @ J.

To oznacza, ze tensor torsji jest calkowicie antysymetryczny i odpowiada formie p*dS A a.
Koiticzy to dowod poprawnosci konstrukeji. |
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