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Streszczenie

W pracy zajmuj¦ si¦ SO(2)-strukurami oraz zgodnymi z nimi koneksjami charakterystycznymi
na niskowymiarowych rozmaito±ciach. Szczegóªowo opisane s¡ takie geometrie w przypadku
trójwymiarowym, a w przypadku czterowymiarowym sklasy�kowane s¡ geometrie jednorodne.

Sªowa kluczowe

Specjana geometria riemannowska, koneksja charakterystyczna, przestrze« jednorodna, prze-
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Wst¦p

Motywacje �zyczne †

Liniowe koneksje metryczne o caªkowicie antysymetrycznej torsji, zwane koneksjami charakte-
rystycznymi, staªy si¦ ostatnio przedmiotem zainteresowania w teoretycznej �zyce i matema-
tyce. Przykªadowo, przestrzenie wyst¦puj¡ce w modelach Wessa-Zumina-Novikova-Wittena
(s¡ to proste modele konforemnej teorii pola, b¦d¡cej cz¦±ci¡ kwantowej teorii pola) nios¡ geo-
metri¦ metrycznej koneksji z caªkowicie antysymetryczn¡ torsj¡ ([HP92],[GHR],[HP96]). W
teoriach supergrawitacji, geometria przestrzeni moduli pewnej klasy czarnych dziur równie»
jest zadana przez metryczn¡ koneksj¦ o caªkowicie antysymetrycznej torsji ([GPS97]). W teo-
rii supergrawitacji typu II, geometria rozwi¡za« NS5-bran jest tak»e wyznaczona przez tak¡
koneksj¦ charakterystyczn¡. Istnienie spinorów równolegªych ze wzgl¦du na koneksj¦ charak-
terystyczn¡ na riemannowskiej spin-rozmaito±ci ma du»e znaczenie w teorii strun, gdy» s¡ one
zwi¡zane z pewnymi solitonami (solitony BPS) [Pap00].

W teorii strun typu II rozpatruje si¦ rozmaito±ci Nk×M10−k, gdzie Nk jest k-wymiarow¡
czasoprzetrzeni¡ oraz M10−k jest zwart¡ rozmaito±ci¡ riemannowsk¡. W takim przypadku
mówimy, »e dodatkowe wymiary pochodz¡ce z rozmaito±ci M s¡ �zwini¦te� lub »e mamy do
czynienia z ich kompakty�kacj¡. Rozmaito±¢ M jest wyposa»ona w pewn¡ dodatkow¡ struk-
tur¦. Modelem jest mianowicie pi¡tka (Mn, g, H,Φ,Ψ), gdzie g jest metryk¡ riemannowsk¡ na
rozmaito±ci M , H jest trójform¡, Φ jest tak zwan¡ funkcj¡ dylatacji, oraz Ψ jest polem spino-
rowym. �¡da si¦, by speªnione byªy równania strun, b¦d¡ce uogólnieniem równa« Einsteina
(patrz [Str86]):

Ricg
ij −

1
4
HimnHjmn + 2 · ∇g

i ∂jΦ = 0,

δ(e−2ΦH) = 0,

uzupeªnione o tak zwane spinorowe równania Killinga:

(∇g
X +

1
4
ιXH) ·Ψ = 0,

(dΦ− 1
2
H) ·Ψ = 0

(δ = ± ∗ d∗ jest koró»niczk¡ oraz ∇g jest koneksj¡ Levi-Civity na rozmaito±ci (M, g)).
Bior¡c metryczn¡ koneksj¦ ∇, której tensor torsji jest równy tensorowi H (jak wynika

z tw. 1.4, taka koneksja istnieje), powy»sze równania mo»na równowa»nie zapisa¢ w takiej,
bardziej eleganckiej, postaci ([IP01]):

Ric∇ +
1
2
δ(H) + 2 · ∇gdΦ = 0, δ(H) = 2 · ιgradΦH,

∇Ψ = 0, (dΦ− 1
2
H) ·Ψ = 0,

gdzie Ric∇ oznacza tensor Ricciego koneksji ∇. A zatem, tutaj koneksja ∇ ma caªkowicie
antysymetryczn¡ torsj¦ H oraz pole spinorowe Ψ jest wzgl¦dem niej równolegªe. Dlatego
te», geometrie charakterystyczne oraz równolegªe pola spinorowe s¡ tak istotne w teorii strun
typu II.

†Poni»sze opracowanie zaczerpni¦te jest z pracy [FI02].
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Specjalne geometrie

Rozpatrzmy n-wymiarow¡, jednospójn¡ rozmaito±¢ riemannowsk¡ M wraz z jej koneksj¡ Levi-
Civity. Przesuni¦cie równolegªe wzdªu» ró»nych p¦tli zaczepionych w ustalonych punkcie
x ε M wyznacza nam pewn¡ grup¦ izometrii przestrzeni stycznej do punktu x, zwan¡ grup¡
holonomii. Okazuje si¦, »e gdy M nie jest przestrzeni¡ symetryczn¡, to niektóre podgrupy
H ⊆ SO(n) mog¡ wyst¦powa¢ jako grupy holonomii rozmaito±ci riemannowskich, a inne nie.
Gdy M jest nieredukowaln¡ rozmaito±ci¡ riemannowsk¡, to mo»liwe grupy holonomii zostaªy
sklasy�kowane przez Bergera [Ber55] w roku 1955 (z pó¹niejszymi poprawkami).

Grupa holonomii dimM Rodzaj rozmaito±ci Inne wªasno±ci
SO(k) k Orientowalna
U(k) 2k Kählerowska
SU(k) 2k Calabi-Yau Ricci-pªaska, kählerowska
Sp(k) · Sp(1) 4k Kwaternionowo-kählerowska Einsteinowska
Sp(k) 4k Hiper-kählerowska Ricci-pªaska, kählerowska
G2 7 Rozmaito±¢ G2 Ricci-pªaska
Spin(7) 8 Rozmaito±¢ Spin(7) Ricci-pªaska

Lista Bergera

Geometrie zadane przez koneksj¦ Levi-Civity, których grupa holonomii nie stanowi peªnej
grupy izometrii SO(n), nazywane s¡ geometriami specjalnymi. Wiadomo, »e wszystkie grupy
z powy»szej listy rzeczywi±cie mog¡ si¦ pojawia¢ jako grupy holonomii niesymetrycznych prze-
strzeni. Jednak w przypadku dwóch ostatnich grup, znalezienie takich przykªadów okazaªo
si¦ bardzo trudnym zadaniem. Dokonaª tego dopiero R. Bryant w roku 1987 [Bry87], zupeªne
przykªady zostaªy znalezione przez niego i S. Salamona w roku 1989 [BS89], a zwarte przy-
kªady znalazª w roku 1994 D. Joyce [Joy96]. Równie», na oryginalnej li±cie Bergera znalazªa
si¦ 16-wymiarowa nieprzywiedlna reprezentacja grupy Spin(9), jednak okaªo si¦, »e geometrie
o takiej holonomii nie istniej¡ [GB72].

Zaznaczmy, »e je»eli nie ogranicza¢ si¦ do beztorsyjnych i metrycznych koneksji, to okazuje
si¦, »e dowolna spójna grupa H ⊆ GL(n) mo»e by¢ zrealizowana jako grupa holonomii pewnej
koneksji [HO56].

Zauwa»my, »e je±li na rozmaito±ci M istnieje obiekt kowariantnie staªy wzgl¦dem koneksji
Levi-Civity, to grupa holonomii mo»e by¢ wªa±ciw¡ podgrup¡ grupy SO(n), a wtedy geometria
rozmaito±ci M byªaby specjalna. W przypadku kowariantnie staªych spinorów istotnie taka
implikacja zachodzi [Hit74]. Je»eli rozpatrujemy koneksje niekoniecznie beztorsyjne, ale z
antysymetryczn¡ torsj¡, to takiego wniosku nie mo»emy wyci¡ga¢, ale sytuacje takie le»¡
w kr¦gu zainteresowa« ró»nych grup badawczych (np. grupy prof. Thomasa Friedriecha z
Berlina, [FI02]).

Specjalne geometrie maj¡ znaczenie dla kompakty�kacji w teorii strun, gdy» kowariantnie
staªe spinory, które istniej¡ na rozmaito±ciach ze specjaln¡ geometri¡, pozwalaj¡ na rozwa»anie
supersymetrii, zjawiska podstawowego dla wspóªczesnych teorii �zycznych. Szczególnie du»o
zainteresowania skupiaj¡ sze±ciowymiarowe rozmaito±ci Calabi-Yau z grup¡ holonomii SU(3),
a tak»e rozmaito±ci z holonomi¡ SU(2) lub G2.

Warto zauwa»y¢, »e SO(2)-geometrie dostarczaj¡ ciekawych przykªadów innych geome-
trii. Przestrze« Alo�a-Wallacha typu (p, q), b¦d¡ca ilorazem grupy SU(3) przez jednowymia-
row¡ podgrup¦, jest to siedmiowymiarowa przestrze« z G2-struktur¡ pochodz¡c¡ od SO(2)-
struktury (konkretniej, od S2p+q,2q+p,p−q,•-struktury, wedªug oznacze« z cz¦±ci (1.1) tej pracy).
Jest to klasyczny i szeroko badany przykªad G2-geometrii (patrz np. [CMS94],[Aly05]). Pewne
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interesuj¡ce przykªady nieprzywiedlnych SO(3)-strukutur na 5-rozmaito±ciach pochodz¡ od
SO(2)-struktur (dokªadniej, S2,1,•-struktur). Zostaªy one zbadane w [BN].

Naturalnie reduktywne przestrzenie jednorodne

Jednorodne przestrzenie riemannowskie, na których istnieje koneksja z caªowicie antysymetry-
czn¡ torsj¡, nazywane s¡ przestrzeniami naturalnie reduktywnymi. Poj¦cie to uogólnia poj¦cie
przestrzeni symetrycznej. Przestrzenie naturalnie reduktywne charakteryzuj¡ si¦ tym, »e ist-
nieje taka tranzytywna grupa G izometrii przestrzeni, dla których geodezyjne s¡ orbitami
jednoparametrowych podgrup grupy G [AS58]. Niskowymiarowe naturalnie reduktywne prze-
strzenie jednorodne zostaªy sklasy�kowane w wymiarach 3, 4, 5 [TV83], [KV85], [KV87].

Plan pracy

W mojej pracy b¦d¦ si¦ zajmowaª SO(2)-geometriami charakterystycznymi, zwi¡zanymi z
ró»nymi wªo»eniami grupy SO(2) w grup¦ SO(n). Tak wi¦c, rozpatrywane b¦d¡ podgrupy
grupy SO(n) izomor�czne z SO(2) i odpowiadaj¡ce im struktury na n-wymiarowych roz-
maito±ciach wraz z koneksjami charakterystycznymi zachowuj¡ymi dan¡ struktur¦ (dokªadna
de�nicja znajduje si¦ w cz¦±ci 1.5).

W rozdziale pierwszym wprowadzone s¡ podstawowe poj¦cia i oznaczenia, oraz przed-
stawione s¡ ogólne twierdzenia, z których b¦d¦ korzystaª w kolejnych rozdziaªach. Dotycz¡
one wi¡zek gªównych, redukcji grupy strukturalnej, kanonicznych koneksji niezmienniczych
na przestrzeniach jednorodnych oraz geometrii charakterystycznych. Wyniki przedstawione w
rozdziale pierwszym s¡ klasyczne, jednak z powodu braku odpowiednich referencji zamie±ciªem
wªasne ich dowody. W pozostaªej cz¦±ci pracy znajduj¡ si¦ wyniki mojego autorstwa.

Rozdziaª drugi, zawieraj¡cy gªówne wyniki niniejszej pracy, po±wi¦cony jest dokªadnemu
opisowi rozpatrywanego przeze mnie zagadnienia w przypadku trójwymiarowym. SO(2)-
struktura na rozmaito±ci trójwymiarowej jest tym samym, co wybór metryki, orientacji oraz
pola jednostkowych wektorów stycznych do rozmaito±ci. Pierwsze twierdzenie (2.1) opisuje
warunek konieczny i dostateczny, jaki musi speªnia¢ to pole, by na rozmaito±ci istniaªa kone-
ksja charakterystyczna zgodna z tak zadan¡ struktur¡. Ponadto, pokazana jest jej jednoznacz-
no±¢ (dowód korzysta z twierdzenia 1.4). Kolejna cz¦±¢ drugiego rozdziaªu zawiera klasy�kacj¦
trójwymiarowych, jednorodnych SO(2)-geometrii charakterystycznych. Twierdzenie 2.2 pod-
sumowuje dokonan¡ klasy�kacj¦. Trzecia cz¦±¢ drugiego rozdziaªu zawiera konstrukcj¦ oraz
klasy�kacj¦ wszystkich niejednorodnych SO(2)-geometrii charakterystycznych w wymiarze 3.
Okazuje si¦, »e ka»da taka geometria jest lokalnie izomor�czna z przestrzeni¡ totaln¡ jakiej±
SO(2)-wi¡zki gªównej nad powierzchni¡ riemannowsk¡ (tw. 2.3).

Celem rozdziaªu trzeciego jest zbadanie SO(2)-geometrii charakterystycznych na cztero-
wymiarowych rozmaito±ciach. Zanurzenia grupy SO(2) w SO(4) klasy�kowane s¡ poprzez
pary wzgl¦dnie pierwszych liczb caªkowitych (k, l). Parametryzuj¡ one równie» rodzaje SO(2)-
struktur na czterowymiarowych rozmaito±ciach. Twierdzenie 3.2 opisuje topologiczne warunki
konieczne i dostateczne na to, by na czterowymiarowej rozmaito±ci istniaªa SO(2)-struktura
dowolnego rodzaju. W drugiej cz¦±ci rozdziaªu dokonana jest, analogiczna do tej w rozdziale
drugim, analiza wszystkich mo»liwych jednorodnych SO(2)-geometrii charakterystycznych w
wymiarze 4. Twierdzenie 3.3 klasy�kuje wszystkie takie przestrzenie.

Rozdziaª czwarty zawiera dwa twierdzenia, które udaªo si¦ sformuªowa¢ na temat wy»ej
wymiarowych rozmaito±ci z SO(2)-geometri¡ charakterystyczn¡. Pierwsze z nich (4.1) mówi
o jednoznaczno±ci istnienia SO(2)-koneksji charakterystycznej. Drugie z nich (4.2) zawiera
konstrukcj¦ niejednorodnych SO(2)-geometrii charakterystycznych w dowolnym wymiarze,
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dla kanonicznego wªo»enia SO(2) ⊆ SO(n). Jest to uogólnienie konstrukcji zawartej w cz¦±ci
2.2.

1. Wi¡zki gªówne, koneksje, geometrie jednorodne i geometrie

charakterystyczne

1.1. Oznaczenia

Niech H b¦dzie grup¡ Liego, a ξ wi¡zk¡ gªówn¡ nad rozmaito±ci¡ M z H jako grup¡ struk-
turaln¡. Przestrze« totaln¡ wi¡zki ξ b¦d¦ oznacza¢ symbolem E(ξ), jej baz¦ symbolem B(ξ),
a ci¦cia tej wi¡zki symbolem Γ(ξ). Je»eli dane jest dziaªanie grupy H na rozmaito±ci X, to
przez ξ[X] b¦d¦ oznaczaª wi¡zk¦ ze standardowym wªóknem X, odpowiadaj¡c¡ wi¡zce ξ, czyli
wi¡zk¦ E(ξ)×H X −→ B(ξ).

Grupa H dziaªa z prawej strony na przestrzeni totalnej E(ξ) wi¡zki ξ, tym samym wy-
znaczaj¡c homomor�zm algebry Liego h grupy H w algebr¦ pól wektorowych na E(ξ). Pole
b¦d¡ce obrazem elementu X ε h oznacza¢ b¦dziemy symbolem X†. Jest to tak zwane funda-
mentalne wertykalne pole wektorowe odpowiadaj¡ce wektorowi X.

Zaªó»my, »e dany jest homomor�zm φ grupy H w inn¡ grup¦ G. Homomor�zm ten
indukuje przeksztaªcenie φ̂ wi¡zki ξ w G-wi¡zk¦ gªówn¡ ξ̃ = ξ[G]. W tej sytuacji mówimy, »e
mor�zm φ̂ : ξ → ξ̃ wyznacza H-struktur¦ w wi¡zce ξ̃ lub redukcj¦ grupy strukturalnej wi¡zki
ξ̃ do grupy H. Gdy φ jest wªo»eniem, to φ̂ te» jest wªo»eniem. Wówczas redukcja grupy
strukturalnej do H jest tym samym, co ci¦cie wi¡zki ξ̃[G/H].

Przez koneksj¦ na wi¡zce gªównej ξ rozumiem dystrybucj¦ horyzontaln¡ Γ na przestrzeni
E(ξ), która jest niezmiennicza ze wzgl¦du na prawostronne dziaªanie H na E(ξ). Dystrybucja
horyzontalna wyznacza rzut wzdªu» dystrybucji wertykalnej, który b¦dziemy oznacza¢ sym-
bolem h. Jest to homomor�zm (projekcja) wi¡zki TE(ξ) w jej podwi¡zk¦ Γ. Za jego pomoc¡,
okre±lony jest operator ró»niczki kowariantnej D,

D : Ωk(E(ξ)) → Ωk+1(E(ξ))
Dα(V1, . . . , Vk+1) = (dα ◦ h)(V1, . . . , Vk+1) := dα(hV1, . . . , hVk+1).

Forma koneksji Γ jest to forma ω ε Ω1(E(ξ)) ⊗ h o warto±ciach w algebrze Liego grupy H,
która wektorowi V ε TE(ξ) przyporz¡dkowuje taki element X ε h, »e X† jest cze±ci¡ wertykaln¡
wektora V . Forma krzywizny koneksji Γ jest to forma Ω ε Ω2(M)⊗ g,

Ω = Dω = dω +
1
2
[ω, ω] = dω + ω ∧ ω.

Koneksja Γ na wi¡zce ξ indukuje koneksj¦ Γ̃ na wi¡zce ξ̃ = ξ[G], poprzez prawostronne
przesuni¦cia Rg dziaªania grupy G na ξ̃. Odwrotnie, gdy dana koneksja Γ̃ na wi¡zce ξ̃ pochodzi
w ten sposób od pewnej koneksji Γ na wi¡zce ξ, to mówimy, »e istnieje redukcja koneksji Γ̃ do
koneksji Γ na ξ.

Je»eli mówimy o koneksji liniowej na wi¡zce stycznej do rozmaito±ci M , to b¦dziemy
cz¦sto my±le¢ o niej jak o operatorze pochodnej kowariantnej ∇ : Γ(TM) → Γ(T ∗M ⊗ TM).
Operator ten speªnia reguª¦ Leibniza:

∇(f · V ) = df ⊗ V + f · ∇V,

dla f ε C∞(M) oraz V ε Γ(TM).
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Na wi¡zce baz λ : L(M) → M wi¡zki stycznej do rozmaito±ci M dana jest pewna szcze-
gólna forma θ ε Ω1(L(M))⊗ Rn, któr¡ b¦dziemy nazywa¢ form¡ tautologiczn¡ (w j¦zyku an-
gielskim u»ywa si¦ terminu soldering form, co dosªownie znaczy �forma spawaj¡ca�). Forma
ta, wektorowi X stycznemu do L(M) w punkcie u, przyporz¡dkowuje wspóªrz¦dne wektora
λ∗X w bazie wyznaczonej przez u. Forma torsji koneksji o formie ω wyra»a si¦ wzorem
Θ = Dθ = dθ + ω ∧ θ.

Niech τ oznacza trywialn¡ reprezentacj¦ grupy SO(2) w jednowymiarowej przestrzeni rze-
czywistej R, oraz niech σ oznacza kanoniczn¡ jednowymiarow¡ reprezentacj¦ grupy U(1) w
przestrzeni C. Wówczas niech σk b¦dzie k-t¡ pot¦g¡ tensorow¡ tej zespolonej reprezentacji;
jest to równie» jednowymiarowa reprezentacja zespolona. Reprezentacj¦ σi1 ⊕ σi2 ⊕ . . .⊕ σik

na przestrzeni Ck b¦dziemy równie» traktowali jako rzeczywist¡ 2k-wymiarow¡ reprezentacj¦
i oznaczali dla uproszczenia σi1,i2,...,ik . Reprezentacj¦ t¦ mo»na traktowa¢ jako homomor�zm
grupy SO(2) w grup¦ SO(2k). Obraz tego homomor�zmu oznaczmy przez Si1,i2,...,ik . Po-
dobnie, reprezentacj¦ σi1 ⊕ σi2 ⊕ . . .⊕ σik ⊕ τ na 2k + 1 wymiarowej przestrzeni rzeczywistej
b¦dziemy oznacza¢ symbolem σi1,i2,...,ik,•, a obraz homomor�zmu grupy SO(2) w SO(2k + 1)
przez ni¡ wyznaczonego oznaczmy przez Si1,i2,...,ik,•.

Zauwa»my, »e gdy liczby i1, i2, . . . , ik s¡ wzgl¦dnie pierwsze, to homomor�zmy σi1,i2,...,ik

oraz σi1,i2,...,ik,• s¡ monomor�zmami, wi¦c grupy Si1,i2,...,ik oraz Si1,i2,...,ik,• s¡ izomor�czne z
grup¡ SO(2) = U(1).

Ka»de zanurzenie grupy SO(2) w grup¦ SO(n) jest sprz¦»one z pewnym zanurzeniem
σi1,i2,...,ik lub σi1,i2,...,ik,• dla wzgl¦dnie pierwszych liczb i1, . . . , ik.

Niech M b¦dzie n-wymiarow¡, zorientowan¡ rozmaito±ci¡ riemannowsk¡. Z t¡ rozmaito-
±ci¡ zwi¡zana jest jej wi¡zka baz ortonormalnych i zorientowanych ξ. Jest to SO(n)-wi¡zka
gªówna. Redukcja grupy strukturalnej do podgrupy G ⊆ SO(n) jest tym samym, co ci¦-
cie wi¡zki ξ[SO(n)/G] = ξ/G z wªóknem standardowym SO(n)/G. Interesuj¡ nas redukcje
do podgrup SO(n) izomor�cznych z SO(2). A zatem, wystarczy si¦ ograniczy¢ do podgrup
postaci Si1,i2,...,ik lub Si1,i2,...,ik,•.

1.2. Odpowiednio±¢ mi¦dzy formami na wi¡zce gªównej
oraz formami na wi¡zce stycznej

De�nicja. Niech ξ b¦dzie G-wi¡zk¡ gªówn¡ nad M oraz niech ρ b¦dzie reprezentacj¡ grupy
G na przestrzeni wektorowej V .

Form¦ α ε Ωk(E(ξ)) ⊗ V na wi¡zce gªównej ξ o warto±ciach w V nazywamy tensorialn¡

typu (ρ, V ), gdy speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

i) α jest horyzontalna, tzn. α(X1, . . . , Xk) = 0 gdy którykolwiek z wektorów X1, . . . , Xk

jest wertykalny,

ii) α jest pseudotensorialna typu (ρ, V ), tzn. R∗
gα = ρ(g−1)α dla g ε G.

Przykªad 1. Je»eli α̌ ε Ωk(M)⊗V jest form¡ na M o warto±ciach w przestrzeni V , to forma
α okre±lona na wi¡zce ξ wzorem

α(u)(X1, . . . , Xk) = α̌(ξ∗X1, . . . , ξ∗Xk)

jest form¡ tensorialn¡ typu (1, V ), gdzie 1 oznacza trywialn¡ reprezentacj¦ grupy G na V .
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Przykªad 2. Forma koneksji ω na wi¡zce gªównej jest form¡ pseudotensorialn¡, ale nie jest
form¡ tensorialn¡, bo nie jest horyzontalna. Wr¦cz przeciwnie, jest wertykalna w tym sensie,
»e ω(X) = 0 o ile X jest polem horyzontalnym. Jednak je»eli ω i ω′ s¡ dwiema formami
koneksji, to ω − ω′ ju» jest form¡ horyzontaln¡, wi¦c tensorialn¡.

Przykªad 3. Niech ξ̃ b¦dzie G-wi¡zk¡ gªówn¡ nad rozmaito±ci¡ M , oraz ξ jej H-podwi¡zk¡
gªówn¡ wraz z wªo»eniem ι : ξ ↪→ ξ̃. Zaªó»my, »e α jest tensorialn¡ form¡ typu (ρ, V ) na
ξ̃. Wówczas ι∗α jest tensorialn¡ form¡ typu (ρ|H , V ) na ξ. Istotnie, z zaªo»enia, »e ξ jest
podwi¡zk¡ wi¡zki ξ̃ wynika, »e ι komutuje z Rh dla h ε H. St¡d wynika, »e R∗

hι∗α = ι∗R∗
hα =

ι∗Ad(h−1)α = Ad(h−1)ι∗α. Horyzontalno±¢ formy ι∗α jest oczywista.
Zaªó»my teraz, »e ι∗α = 0. Dla u ε E(ξ), ka»dy wektor X̃ styczny do E(ξ̃) jest sum¡ wek-

tora X stycznego do E(ξ) oraz wektora wertykalnego V . A zatem, α(u)(X̃) = α(u)(X + V ) =
ι∗α(u)(X) + α(u)(V ) = 0. Tak wi¦c, α = 0 na zbiorze E(ξ) ⊆ E(ξ̃). Z pseudotensorialno±ci
wynika teraz, »e α = 0 na caªym E(ξ̃). Pokazuje to, »e przeksztaªcenie ι∗, które formom
tensorialnym na wi¡zce ξ̃ = ξ[G] przyporz¡dkowuje ich redukcje do wi¡zki ξ, jest monomor-
�zmem.

Przykªad 4. Niech λ : L(M) → M b¦dzie wi¡zk¡ reperów wi¡zki stycznej do M . Je»eli
Φ ε End(TM) ' Γ(T ∗M ⊗TM) jest endomor�zmem wi¡zki stycznej, to okre±lmy form¦ α na
wi¡zce ξ wzorem α(u)(X) = u−1(Φ(ξ∗X)), gdzie u ε L(M) jest traktowane jako izomor�zm
u : Rn → TxM . Wtedy α jest form¡ tensorialn¡ typu (σ, Rn), gdzie σ jest zwykª¡ repre-
zentacj¡ grupy GL(Rn) na przestrzeni Rn. Tensorialn¡ form¦ odpowiadaj¡c¡ mor�zmowi
identyczno±ciowemu wi¡zki TM nazywamy form¡ tautologiczn¡ i oznaczamy symbolem θ.

Uogólniaj¡c powy»szy przykªad, mo»na nietrudno wykaza¢ nast¦puj¡cy

Fakt. Formy tensorialne typu (ρ, V ) stopnia k na wi¡zce ξ tworz¡ wi¡zk¦ wektorow¡ izomor-

�czn¡ z przestrzeni¡ Γ(Λk(T ∗M)⊗ ξρ[V ]). �

1.3. Kanoniczna koneksja niezmiennicza na przestrzeni
jednorodnej

Zaªó»my, »e H jest domkni¦t¡ podgrup¡ grupy G. Niech dla g ε G, φg oznacza automor�zm
wewn¦trzny grupy G wyznaczony przez g, tzn. φg(a) = g a g−1. Wówczas φg(e) = e, wi¦c
ró»niczka Ad(g) przeksztaªcenia φg w punkcie e wyznacza automor�zm przestrzeni TeG = g

(jest to równie» automor�zm algebry Liego). Tak wi¦c, otrzymujemy reprezentacj¦ grupy G
na przestrzeni g, któr¡ nazywamy reprezentacj¡ doª¡czon¡ i oznaczamy AdG.

Je»eli H jest podgrup¡ grupy G, to przez AdH b¦dziemy oznacza¢, niecaªkiem zgodnie z
powy»sz¡ notacj¡, reprezentacj¦ AdG na g obci¦t¡ do grupy H.

Przestrze« jednorodna M = G/H jest reduktywna, je»eli algebra Liego g grupy G ma
wyznaczony AdH -niezmienniczy rozkªad na sum¦ prost¡ g = h ⊕ m. Tak jest na przykªad
wtedy, gdy H jest zwart¡ grup¡, gdy» wtedy na g mamy AdH -niezmienniczy iloczyn skalarny
i mo»emy przyj¡¢ m = h⊥. Je±li przestrze« M jest rozmaito±ci¡ riemannowsk¡ oraz grupa G
dziaªa przez izometrie na M , to stabilizator H jest grup¡ zwart¡, jako podgrupa domkni¦ta
grupy SO(n), wi¦c M = G/H jest przestrzeni¡ reduktywn¡.

Gdy G/H jest reduktywna, to reprezentacja doª¡czona AdH na g jest sum¡ dwóch re-
prezentacji, na h oraz na m. Ponadto, ró»niczkuj¡c zale»no±¢ AdHm = m dostajemy, »e
[h,m] ⊆ m.

Gdy dany jest rozkªad g = h⊕m, ka»dy wektor X ε g mo»emy zapisa¢ jednoznacznie jako
X = Xh + Xm, gdzie Xh ε h oraz Xm ε m. Niech πh : g → h oraz πm : g → m b¦d¡ rzutami
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przestrzeni g na odpowiednie podprzestrzenie. Dla formy α o warto±ciach w g, form¦ πhα
o warto±ciach w h oznaczmy przez αh, a form¦ πmα o warto±ciach w m oznaczmy przez αm.

Przeksztaªcenie ilorazowe ζ : G → G/H jest w istocie H-wi¡zk¡ gªówn¡ nad przestrzeni¡
jednorodn¡ G/H. Wi¡zk¦ t¦ oznaczamy przez G(G/H, H). Grupa G dziaªa z lewej strony na
E(ζ) = G w oczywisty sposób.

Niech P b¦dzie G-niezmiennicz¡ S-struktur¡ na reduktywnej przestrzeni jednorodnej M =
G/H z rozkªadem m = g ⊕ h. Niech λ : H → S oznacza reprezentacj¦ izotropii a λ̃ : h → s

indukowany przez ni¡ homomomor�zm algebr Liego, Adh oznacza reprezentacj¦ doª¡czon¡
elementu h ε H w s a Adλ(h) reprezentacj¦ doª¡czon¡ elementu λ(h) ε S w s. Ustalmy element
uo ε Po wªókna wi¡zki P nad o ε M , uo : Rm → ToM .

Twierdzenie 1.1. Jest wzajemnie jednoznaczna odpowiednio±¢ mi¦dzy zbiorem G-niezmien-

niczych koneksji na wi¡zce P a zbiorem liniowych przeksztaªce« Λ: m → s takich, »e

Λ(AdhX) = Adλ(h)(ΛX) dla h ε H oraz X ε m.

Odpowiednio±¢ ta dana jest przez przyporz¡dkowanie G-niezmienniczej koneksji o formie ω
przeksztaªcenia Λ zadanego wzorem

Λ(X) = ωuo(X̃) dla X ε m,

gdzie X̃ jest polem na P indukowanym przez X ε m.

Przy uto»samieniu m ' Rm ' ToM , tensory torsji oraz krzywizny w punkcie o ε M dane

s¡ wzorami:
To(X, Y ) = Λ(X) · Y − Λ(Y ) ·X − [X, Y ]m
Ro(X, Y ) = [ΛX, ΛY ]− Λ([X, Y ]m)− λ̃([X, Y ]h),

dla X, Y ε m, gdzie znak · w powy»szym wyra»eniu oznacza dziaªanie s ⊆ gl(m) na m.

Dowód Dowód znajduje si¦ w w [KN69] (Twierdzenie 1.4, Rozdziaª X). �

Nast¦puj¡ce stwierdzenie pokazuje, »e w niektórych przypadkach mo»na bez straty ogólno-
±ci rozpatrywa¢ wyª¡cznie trywialne przeksztaªcenia Λ, za to mody�kuj¡c rozkªad g = h⊕m.

Stwierdzenie 1.2. Zaªó»my, »e, w powy»szej sytuacji, przeksztaªcenie algebr Liego λ̃ : h → s

indukowane przez reprezentacj¦ izotropii jest izomor�zmem. Wtedy, dla dowolnej G-niezmien-

niczej koneksji Γ na P , istnieje taki AdH-niezmienniczy rozkªad g = h ⊕ m̃, przy którym

przeksztaªcenie Λ, odpowiadaj¡ce koneksji Γ w sposób opisany powy»ej, jest zerowe.

Dowód Reprezentacja izotropii λ : H → S indukuje mor�zm G-ekwiwariantny λ̂ : G → P

H
λ //
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H-wi¡zki gªównej G(G/H, H) w S-wi¡zk¦ gªówn¡ P . Przy powy»szym zaªo»eniu, przeksztaª-
cenie λ̂ wyznacza izomor�zm przestrzeni stycznych w ka»dym punkcie przestrzeni G. A zatem,
za pomoc¡ λ̂, mo»emy przeci¡gn¡¢ na G przestrzenie horyzontalne koneksji Γ okre±lone na
wi¡zce P , otrzymuj¡c G-niezmiennicz¡ koneksj¦ Γ̃ na wi¡zce G(G, G/H). Przestrze« hory-
zontalna m̃ tej koneksji w punkcie e ε G zadaje szukany AdH -niezmienniczy rozkªad g = h⊕m̃.
�

Poni»sze twierdzenie mówi o tym, »e przy badaniu przestrzeni jednorodnych, iloraz postaci
G/H mo»na �skróci¢� przez dzielnik normalny N grupy G zawarty w H i rozpatrywa¢ zamiast
tego przestrze« G′/H ′ = (G/N)

/
(H/N), przy czym, je»eli wiemy, »e na przestrzeni tej istnieje

G-niezmiennicza K-struktura, to wspólny dzielnik N jest du»ego wymiaru.

Twierdzenie 1.3. Zaªó»my, »e G/H jest przestrzeni¡ jednorodn¡. Wówczas istnieje jedyna

maksymalna podgrupa N w H, która jest normalna w G. Ponadto, jest ona podgrup¡ Liego

grupy G oraz istnieje G-ekwiwariantny dyfeomor�zm przestrzeni (G/N)
/
(H/N) w przestrze«

G/H.

Je»eli G/H jest spójn¡, reduktywn¡ przestrzeni¡ jednorodn¡ z rozkªadem g = h⊕ m, oraz

na na wi¡zce stycznej do G/H dana jest G-niezmiennicz¡ K-struktura poprzez reprezentacj¦

ρ grupy K na m, to dim(H/N) ≤ dim(K), a dokªadniej, dim(H/N) ≤ dim(im τ), gdzie
τ : H → GL(To(G/H)) jest reprezentacj¡ izotropii grupy H.

Dowód Niech N b¦dzie grup¡ generowan¡ przez wszystkie podgrupy normalne w G, za-
warte w H. Wtedy N równie» jest normaln¡ podgrup¡ w G zawart¡ w H. A zatem N
jest maksymaln¡ podgrup¡ o tych wªasno±ciach, a poniewa» domkni¦cie N te» je posiada,
wi¦c N musi by¢ domkni¦ta. Na mocy twierdzenia Kuranishi i Yamabe, N jest podgrup¡
Liego grupy G. Naturalne przeksztaªcenie przestrzeni G/H w przestrze« (G/N)

/
(H/N) jest

G-ekwiwariantnym dyfeomor�zmem.
Niech K̃ = ρ(K) oraz τ : H → GL(To(G/H)) b¦dzie reprezentacj¡ izotropii grupy H. Z

zaªo»enia, »e dana K-struktura jest G-niezmiennicza wynika, »e obraz τ le»y w K̃. Niech
L = ker τ . Wówczas [l,m] = 0, a poniewa» L jest normalna w H, wi¦c [l, h] ⊆ l. Tak
wi¦c, [l, g] ⊆ l,wi¦c l jest ideaªem w g. A zatem skªadowa jedno±ci grupy L jest normaln¡
podgrup¡ grupy G, zawart¡ w H, wi¦c dim N ≥ dim L = dim H − dim(im τ). St¡d,
dim H/N = dim H − dimN ≤ dim(im τ) ≤ dim K̃ ≤ dim K. �

Wniosek. Gdy na przestrzeni jednorodnej M dana jest niezmiennicza SO(2)-struktura, to
mo»emy zaªo»y¢, »e M = G/H gdzie dim H = 1 oraz reprezentacja izotropii jest nietrywialna,
albo »e dim H = 0, czyli M jest grup¡.

1.4. Geometrie charakterystyczne

De�nicja. Niech (M, g) b¦dzie gªadk¡ rozmaito±ci¡ riemannowsk¡. Metryczn¡ koneksj¦ ∇ na
rozmaito±ci M nazywamy koneksj¡ charakterystyczn¡, je»eli jej tensor torsji T∇ jest caªkowicie
antysymetryczny, to znaczy:

g(T∇(X, Y ), Z) = −g(T∇(X, Z), Y )

dla dowolnych pól wektorowych X, Y, Z na M . Trójk¦ (M, g,∇) nazwiemy wówczas geome-

tri¡ charakterystyczn¡. Je»eli na M zadana jest pewna G-struktura, gdzie G ⊆ O(n), oraz
koneksja charakterystyczna ∇ jest zgodna z t¡ struktur¡, to powiemy »e jest to G-koneksja

charakterystyczna, która wyznacza G-geometri¦ charakterystyczn¡ na M .
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Niech
LC

∇ oznacza koneksj¦ Levi-Civity, oraz niech ∇ b¦dzie dowoln¡ koneksj¡ na rozma-
ito±ci M . Niech tensor α ε Γ(T ∗M ⊗ T ∗M ⊗ TM) speªnia równo±¢

∇XY =
LC

∇XY − 1
2
α(Y, X). (1)

Dla danej koneksji ∇ oraz pól X, Y, Z stycznych do M , tensor ∇g okre±lony jest wzorem:

(∇g)(X, Y, Z) = X(g(Y, Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ).

Poniewa»
LC

∇g = 0, wi¦c

(∇g)(X, Y, Z) =
1
2
(g(α(Y, X), Z) + g(α(Z,X), Y )),

wi¦c

∇g = S1,3α, (2)

gdzie S1,3 jest operatorem symetryzacji ze wzgl¦du na pierwszy i trzeci argument tensora α.
Koneksja jest metryczna wtedy i tylko wtedy, gdy ∇g = 0, czyli gdy tensor α jest antysyme-
tryczny w pierwszym i trzecim argumencie.

Je»eli przez T∇ oznaczymy torsj¦ koneksji ∇, to znaczy

T∇(X, Y ) = ∇XY −∇Y X − [X, Y ],

to wówczas

T∇ = Λ1,2α, (3)

gdzie Λ1,2α oznacza antysymetryzacj¦ ze wzgl¦du na pierwsze dwa pierwsze argumenty tensora
α.

Nast¦puj¡ce twierdzenie daje ró»ne opisy koneksji charakterystycznej:

Twierdzenie 1.4. Niech (M, g) b¦dzie rozmaito±ci¡ riemannowsk¡, oraz niech ∇ b¦dzie kone-

ksj¡ metryczn¡ na M i niech α(Y, X) = 2(
LC

∇XY −∇XY ). Wówczas równowa»ne s¡ warunki:

i) ∇ jest koneksj¡ charakterystyczn¡,

ii) tensor α jest caªkowicie antysymetryczny,

iii) T∇ = α,

iv) geodezyjne koneksji ∇ pokrywaj¡ si¦ z geodezyjnymi Levi-Civity na M .

Dowód Na mocy (2), metryczno±¢ koneksji ∇ jest równowa»na warunkowi S1,3α = 0, lub
równowa»nie

Λ1,3α = α. (4)

Przeformuªujmy równie» warunki i)-iv) nat¦puj¡co:

i') Λ1,2,3α = Λ1,2α

ii') Λ1,2,3α = α
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iii')Λ1,2α = α

iv') α(X, X) = 0 dla dowolnego X ε TM .

Z de�nicji koneksji charakterystycznej oraz wzoru (3) wynika, »e warunek i) mo»na zapisa¢
tak:

Λ1,2,3Λ1,2α = Λ1,2α,

gdzie Λ1,2,3 oznacza antysymetryzacj¦ ze wzgl¦du na wszystkie trzy argumenty tensora. Po-
niewa» Λ1,2,3 ◦ Λ1,2 = Λ1,2,3, to widzimy, »e warunki i) oraz i') s¡ równowa»ne.

Warunek ii) jest wyra»eniem warunku ii') za pomoc¡ sªów, a warunek iii), na mocy (3),
mo»na zapisa¢ w postaci warunku iii').

Natomiast warunek iv) oznacza, »e dla ka»dej gªadkiej krzywej γ : I → M ,

∇γ̇ γ̇ ≡ 0 ⇔
LC

∇ γ̇ γ̇ ≡ 0.

A zatem, na mocy (1),
LC

∇ γ̇ γ̇ ≡ 0 ⇒ α(γ̇, γ̇) ≡ 0.

Poniewa» dla dowolnego wektora X ε TM istnieje geodezyjna γ Levi-Civity wychodz¡ca w
kierunku X, zatem

α(X, X) = 0

dla dowolnego X ε TM . Odwrotnie, je»eli α(X, X) = 0 dla dowolnego X ε TM , to

LC

∇ γ̇ γ̇ = ∇γ̇ γ̇.

Tak wi¦c, istotnie warunki iv) oraz iv') s¡ sobie równowa»ne.
Oczywi±cie α(X, X) = 0 dla dowolnego X ε TM wtedy i tylko wtedy, gdy α jest antysyme-

tryczny w pierwszym i drugim argumencie, czyli gdy Λ1,2α = α. Dowodzi to równowa»no±ci
warunków iii') oraz iv').

Poniewa» tensor α jest caªkowicie antysymetryczny wtedy i tylko wtedy, gdy jest anty-
symetryczny ze wzgl¦du na pierwszy i drugi argument, oraz ze wzgl¦du na pierwszy i trzeci
argument, to warunki ii') oraz iii') s¡ równowa»ne, przy zaªo»eniu równo±ci (4). Co wi¦cej,
wida¢ te» »e implikuj¡ one równo±¢ i').

Pozostaje zatem wykaza¢, »e równo±ci i') oraz (4) implikuj¡ warunek iv'). Dla wygody, b¦-
dziemy teraz traktowa¢ tensor α jako tensor trzykrotnie kontrawarianty. Zaªó»my, »e zachodzi
i'). Niech X, Y b¦d¡ polami wektorów stycznych do M . Wówczas,

Λ1,2α(Y, X,X) = 0,

czyli
α(Y, X,X) = α(X, Y,X).

Na mocy (4), lewa strona powy»szej równo±ci jest równa−α(X, X, Y ), a prawa strona równo±ci
jest równa 0. Ko«czy to dowód implikacji i')⇒iv').

Tym samym pokazali±my równowa»no±¢ warunków i')-iv'), a co za tym idzie, tak»e i)-iv).
�

Wniosek. Przyporz¡dkowanie α 7→
LC

∇ − 1
2α zadaje wzajemnie jednoznaczn¡ odpowiednio±¢

mi¦dzy elementami Ω3(M) a koneksjami charakterystycznymi na rozmaito±ci riemannowskiej
M . Odwzorowanie odwrotne dane jest przez ∇ 7→ T∇.
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2. Trójwymiarowe SO(2)-geometrie charakterystyczne

Zajmiemy si¦ trójwymiarowymi rozmaito±ciami, na których zadana jest pewna SO(2)-stru-
ktura oraz zgodna z ni¡ koneksja, o caªkowicie antysymetrycznej torsji. Poniewa» wszystkie
zanurzenia grupy SO(2) w SO(3) s¡ sprz¦»one z zanurzeniem σ1,•, wi¦c mo»emy bez straty
ogólno±ci ograniczy¢ si¦ do struktur zadanych przez grup¦ S1,•. Jest to dokªadnie grupa
tych przeksztaªce« przestrzeni trójwymiarowej R3, które zachowuj¡ orientacj¦, standardowy
iloczyn skalarny, oraz wektor e3 standardowej bazy R3. Wynika st¡d, »e zadanie takiej struk-
tury na trójwymiarowej rozmaito±ci M jest równowa»ne wyborowi jej orientacji 	, metryki
g oraz pola wektorów V dªugo±ci 1. Wówczas wi¡zka gªówna wyznaczaj¡ca SO(2)-struktur¦
jest to podwi¡zka wi¡zki reperów, skªadaj¡ca si¦ z zorientowanych baz postaci (X1, X2, V ).

De�nicja. Przez SO(2)-stuktur¦ na trójwymiarowej rozmaito±ci M b¦dziemy rozumieli
trójk¦ (	, g, V ), gdzie 	 jest orientacj¡, g jest metryk¡ oraz V jest unormowanym polem
wektorów stycznych do M . Tak¡ struktur¦ b¦dziemy oznacza¢ (M,	, g, V ).

B¦dziemy mówi¢, »e lokalna baza pól wektorowych (e1, e2, e3) na M jest zgodna ze struk-
tur¡ (M,	, g, V ), je±li tworz¡ one baz¦ zorientowan¡ i ortonormaln¡, oraz e3 = V .

Wi¡zka styczna ka»dej orientowalnej, trójwymiarowej rozmaito±ci M jest trywialna (zob.
[MS74]) . A zatem istniej¡ na niej trzy globalnie okre±lone, w ka»dym punkcie liniowo nieza-
le»ne, pola wektorowe e1, e2, e3. Wyznaczaj¡ one pewn¡ metryk¦ g oraz orientacj¦ 	, wi¦c na
dowolnej trójwymiarowej rozmaito±ci M istnieje pewna SO(2)-struktura (M,	, g, V ).

Niech (M,	, g, V,∇) b¦dzie SO(2)-geometri¡ charakterystyczn¡. Koneksja charaktery-
styczna ∇ wyznacza (jednoznacznie, jak wynika z tw. 1.4) trójform¦ T∇, ktorej z kolei od-
powiada pewna funkcja okre±lona na M poprzez izomor�zm Hodge'a ∗ : Ω3(M) ' C∞(M).
Funkcj¦ t¦ b¦dziemy nazywali funkcj¡ torsji danej geometrii charakterystycznej na trójwy-
miarowej rozmaito±ci.

Wybierzmy wektor bazowy standardowej dwuwymiarowej reprezentacji algebry so(2), wy-
znaczony przez macierz

J =
( 0 1
−1 0

)
.

Reprezentacja SO(2) na R3 indukuje reprezentacj¦ na Λ2(R3)
∗'Λ1(R3) i rozkªad tej ostat-

niej przestrzeni na nieprzywiedlne reprezentacje to

Λ1(R3) = R · (e3)[ ⊕ (e3)⊥,

gdzie e⊥3 to s¡ te jednoformy, które znikaj¡ na wektorze e3.
Rozkªad ten indukuje kanoniczny przedstawienie dwuformy krzywizny Ω ε Ω2(M)⊗ so(2)

w postaci

Ω =
(
R1 ∗ V[ + R2 ∧ V[

)
⊗ J, (2.1)

gdzie V[ = g(V, ·) jest form¡ dualn¡ do pola V wzgl¦dem metryki g, R1 ε C∞(M), oraz
R2 ε Ω1(M) jest form¡ ortogonaln¡ do V[.

Poni»sze twierdzenie podaje warunki konieczne i dostateczne na istnienie SO(2)-koneksji
charakterystycznej na 3-rozmaito±ci (M,	, g, V ).

Twierdzenie 2.1. Niech (M,	, g, V ) b¦dzie trójwymiarow¡ SO(2)-struktur¡. Wówczas

SO(2)-koneksja charakterystyczna istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy pole V jest geodezyjne

i tensor
LC

∇V jest antysymetryczny. Ponadto, taka koneksja wyznaczona jest jednoznacznie.
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Dowód Zaªó»my, »e ∇ jest koneksj¡ charakterystyczn¡, oraz »e α = 2(
LC

∇ − ∇). Na mocy
tw. 1.4, α jest tensorem caªkowicie antysymetrycznym. Wówczas koneksja ta jest zgodna ze

struktur¡ (M,	, g, V ) wtedy i tylko wtedy, gdy ∇V = 0, czyli gdy
LC

∇V = −iV α. A wi¦c
LC

∇V

jest endomor�zmem antysymetrycznym oraz
LC

∇V V = 0.

Z drugiej strony, zaªó»my, »e pole V jest geodezyjne oraz »e endomor�zm
LC

∇V jest an-
tysymetryczny i odpowiada pewnej dwuformie β ε Ω2(M). Geodezyjno±¢ pola V oznacza, »e
ιV β = 0. Wtedy forma α = −V[ ∧ β jest jedyn¡ trójform¡ tak¡, »e β = −iV α, wi¦c koneksja
∇ jest szukan¡ SO(2)-koneksj¡ charakterystyczn¡. �

2.1. Klasy�kacja trójwymiarowych, jednorodnych
SO(2)-geometrii charakterystycznych

Zaªó»my teraz, »e (M,	, g, V ) jest trójwymiarow¡ przestrzeni¡ jednorodn¡. Znaczy to, »e na
M dziaªa tranzytywnie pewna grupa symetrii G, poprzez dyfeomor�zmy zachowuj¡ce wybran¡
struktur¦, a wi¦c izometrie zachowuj¡ce orientacje oraz pole V . Zaªó»my, »e na M istnieje
SO(2)-koneksja charakterystyczna Γ. Z twierdzenia 4.1 o jednoznaczno±ci wynika, »e Γ te»
musi by¢ G-niezmiennicza. A zatem tak»e tensory torsji oraz krzywizny s¡ G-niezmiennicze,
wi¦c funkcja torsji oraz funkcja R1 s¡ staªe. Dla uproszczenia napisów, niech −t b¦dzie (staª¡)
funkcj¡ torsji koneksji Γ.

Niech (e1, e2, e3) b¦dzie baz¡ w punkcie o ε M zgodn¡ z wybran¡ struktur¡. Wówczas, na
mocy de�nicji funkcji torsji −t,

To(e1, e2) = −t · e3

To(e2, e3) = −t · e1

To(e3, e1) = −t · e2

(?)

Je»eli przez H oznaczymy grup¦ izotropii wybranego punktu o ε M , to M = G/H, oraz
przestrze« jednorodna G/H jest reduktywna. Na mocy wniosku z twierdzenia 1.3, mo»emy
zaªo»y¢, »e grupa G symetrii M jest taka, »e dimH = 1 i reprezentacja H → SO(2) izotropii
jest nietrywialna, lub »e dimH = 0, czyli »e M = G jest grup¡.

2.1.1. Nietrywialna grupa izotropii

W tym przypadku, M = G/H, gdzie H jest jednowymiarow¡ domkni¦t¡ podgrup¡ grupy
M , oraz reprezentacja izotropii H → SO(2) jest nietrywialna. Niech na M dana b¦dzie
koneksja Γ zgodna z dan¡ SO(2)-struktur¡. Na mocy stwierdzenia 1.2, istnieje taki rozkªad
g = h ⊕ m, »e przeksztaªcenie Λ: g → h odpowiadaj¡ce koneksji Γ jest zerowe. Wówczas, na
mocy twierdzenia 1.1, formy torsji i koneksji w punkcie o ε M dane s¡ wzorem

To(X, Y ) = −[X, Y ]m (T)

Ro(X, Y ) = −λ̃([X, Y ]h) dla X, Y ε ToM ' m. (R)

Reprezentacja izotropii λ grupy H na m w pewnej ortonormalnej bazie (e1, e2, e3) jest
postaci σk,• dla pewnej niezerowej liczby caªkowitej k. Wówczas istnieje wektor h rozpinaj¡cy
jednowymiarow¡ przestrze« h, dla którego speªnione s¡ zale»no±ci:

[h, e1] = −e2,
[h, e2] = e1,
[h, e3] = 0.
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Wtedy, z równo±ci (?) oraz (T), wnioskujemy, »e istniej¡ liczby α, β, γ takie, »e

[e1, e2] = t · e3 + α · h,
[e2, e3] = t · e1 + β · h,
[e3, e1] = t · e2 + γ · h.

Teraz,
[h, [e3, e1]] = [h, t e2 + γ h] = t[h, e2] = t e1,

a z drugiej strony, z to»samo±ci Jakobiego,

[h, [e3, e1]] = [[h, e3], e1] + [e3, [h, e1]] = −[e3, e2] = [e2, e3] = t e1 + β h.

A zatem β = 0. Analogicznie, γ = 0.
Podsumowuj¡c, nasza algebra g rozpi¦ta jest przez wektory h, e1, e2, e3, których komuta-

tory zde�niowane s¡ nast¦puj¡co:

[h, e1] = −e2

[h, e2] = e1

[h, e3] = 0
[e1, e2] = t · e3 + α · h
[e2, e3] = t · e1

[e3, e1] = t · e2.

Ze wzoru (R) oraz powy»szych równo±ci wynika, »e rozkªad R = (R1 ·e1∧e2 +R2)⊗J jest
taki, »e R1 = −α oraz R2 = 0. Przestrze« horyzontalna koneksji Γ w punkcie e ε G wi¡zki
G(G/H, H) jest to przestrze« m rozpi¦ta przez wektory e1, e2, e3 algebry liego g.

Przypadek 1: t2 6= α, t 6= 0.
Zaªó»my, »e t2 6= α oraz t 6= 0. Po podstawieniu

h̃ = t
t2−α

(e3 + t h),
ẽ1 = µ e1,
ẽ2 = µ e2,
ẽ3 = 1

t2−α
(t e3 + α h),

gdzie µ2 · (t2 − α) = ε = ±1, mno»enie upraszcza si¦ do nast¦puj¡cej postaci:

[h̃, ẽ1] = 0
[h̃, ẽ2] = 0
[h̃, ẽ3] = 0
[ẽ1, ẽ2] = ε ẽ3

[ẽ2, ẽ3] = ẽ1

[ẽ3, ẽ1] = ẽ2.

Te same równo±ci s¡ speªnione w algebrze gl(5) przez elementy

h̃ =


0 −1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , ẽ1 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 ε 0 0

 ,
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ẽ2 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1
0 0 0 ε 0

 , ẽ3 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

 ,

które rozpinaj¡ podalgebr¦ so(2) ⊕ so(3) gdy ε = 1 oraz podalgebr¦ so(2) ⊕ so(2, 1) gdy
ε = −1. A zatem, za grup¦ G mo»emy wzi¡¢ grup¦ SO(2)⊕ SO(3) w przypadku ε = 1 oraz
grup¦ SO(2) ⊕ SO(2, 1) gdy ε = −1. Podgrupa H odpowiadaj¡ca podalgebrze h w obydwu
przypadkach jest grup¡ S1,−1,• ⊆ SO(2)⊕ SO(2)⊕ 1.

Przypadek 2: t2 = α, t 6= 0.
Podstawiaj¡c ẽ3 = te3 + αh, dostajemy nast¦puj¡ce równo±ci:

[h, e1] = −e2

[h, e2] = e1

[h, ẽ3] = 0
[e1, e2] = ẽ3

[e2, ẽ3] = 0
[ẽ3, e1] = 0.

S¡ one tak»e speªnione przez nast¦puj¡ce elementy w gl(5):

h =


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 , e1 =


0 −1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ,

e2 =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 , ẽ3 =


0 0 0 −2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Oznaczmy przez G1.2 podgrup¦ GL(5), której algebra Liego jest rozpinana przez powy»sze
macierze. Niech N b¦dzie podgrup¡ normaln¡ odpowiadaj¡c¡ podalgebrze generowanej przez
wektory e1, e2, ẽ3. N jest izomor�czna z grup¡ (R3, ·), gdzie

v · w = v + w + π3(v × w)

oraz π3 jest rzutowaniem na trzeci¡ o± wspóªrz¦dnych. Grupa N skªada si¦ z macierzy postaci
1 −y x z
0 1 0 x
0 0 1 y
0 0 0 1

 .

Grupa H generowana przez wektor h jest to grupa izomor�czna z SO(2), skªadaj¡ca si¦ z
macierzy postaci 

1 0 0 0
0 cos(α) − sin(α) 0
0 sin(α) cos(α) 0
0 0 0 1

 .
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Grupa G1.2 skªada si¦ z macierzy postaci 1 −vT · J ·A z
0 A v
0 0 1


takich, »e v ε R2, z ε R oraz A ε SO(2).

A zatem G1.2 = N o H, oraz przestrze« M = G/H jest lokalnie izomor�czna z przestrze-
ni¡ jednorodn¡ R3 ' N z dziaªaniem grupy G1.2 danym przez (n h)(v) = n · h v h−1 dla
n, v ε N, h ε H.

Przypadek 3: t = 0, α 6= 0.
Jest to przypadek graniczny, w którym torsja znika. Algebra Liego g, podobnie jak w przy-
padku t2 6= α, jest izomor�czna z R⊕ so(3) lub R⊕ so(2, 1), w zale»no±ci od tego czy α < 0
czy te» α > 0 (przypadek α = 0 rozpatrz¦ osobno). We¹my wi¦c za G grup¦ R⊕ SO(3), gdy
α < 0 a R⊕ SO(2, 1), gdy α > 0. Tym razem, podgrupa H odpowiadaj¡ca algebrze h jest to
podgrupa 1 ⊕ SO(2) ⊆ G. Przestrze« jednorodna G/H to S2 × R gdy α > 0 oraz H2 × R
gdy α < 0 (H2� hiperboloida jednopowªokowa).

Przypadek 4: t = 0, α = 0.
Wierna reprezentacja liniowa algebry g wygl¡da w tym przypadku nast¦puj¡co:

h 


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 , e1  


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

e2  


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0

 , e3  


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Jest to algebra Liego grupy G izometrii przestrzeni trójwymiarowej zachowuj¡cych kierunek
pionowy. Podgrupa H odpowiada podgrupie izometrii zachowuj¡cych ±rodek ukªadu. Tak
wi¦c, przestrze« jednorodna G/H jest to R3 z grup¡ symetrii G.

2.1.2. Trywialna reprezentacja izotropii

W tym przypadku M = G jest grup¡ Liego. Wówczas, na mocy twierdzenia 1.1, koneksja Γ
odpowiada pewnemu przeksztaªceniu Λ: g → so(2) ⊆ gl(3), za którego pomoc¡ torsja wyra»a
si¦ wzorem

Te(X, Y ) = Λ(X) · Y − Λ(Y ) ·X − [X, Y ].

Zakªadaj¡c, »e forma torsji jest antysymetryczna (tak, »e T[ = −t e1 ∧ e2 ∧ e3), otrzymujemy
st¡d nast¦puj¡ce równania:

[e1, e2] = t · e3 + Λ(e1) · e2 − Λ(e2) · e1

[e2, e3] = t · e1 + Λ(e2) · e3 − Λ(e3) · e2

[e3, e1] = t · e2 + Λ(e3) · e1 − Λ(e1) · e3

(1)
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B¦dziemy zakªada¢, bez straty ogólno±ci, »e reprezentacja so(2) na g w bazie (e1, e2, e3), dla
wektora J rozpinaj¡cego so(2) jest postaci κ · J̃ , gdzie

J̃ =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

Zauwa»my, »e reprezentacja ta wyznacza wªo»enie grupy SO(2) w GL(TeG), co jest równo-
wa»ne okre±leniu niezmienniczej SO(2)-struktury na G.

Istniej¡ staªe α1, α2, α3 takie, »e Λ(ei) = −αi · J̃ dla i = 1, 2, 3. Równania (1) przyjmuj¡
wtedy posta¢:

[e1, e2] = α1 · e1 + α2 · e2 + t · e3

[e2, e3] = (t− α3) · e1

[e3, e1] = (t− α3) · e2

(2)

Wynika z nich natychmiast, »e [e1, [e2, e3]] = 0, a na mocy to»samo±ci Jakobiego, [e1, [e2, e3]] =
[[e1, e2], e3]+[e2, [e1, e3]] = −α1(t−α3) ·e2 +α2(t−α3) ·e1. Przyrównuj¡c to do zera, widzimy,
»e albo α3 = t, b¡d¹ te» α1 = 0 i α2 = 0.

Krzywizna. Twierdzenie 1.1 daje nam posta¢ tensora krzywizny, która w tym przypadku,
poniewa» algebra so(2) jest abelowa oraz λ̃ = 0, upraszcza si¦ do postaci

Re(X, Y ) = −Λ([X, Y ]).

Ze wzorów (2) wynika, »e Re(e1, e2) = (α2
1 +α2

2 +α2
3) ·J oraz, poniewa» zakªadamy, »e α3 = t

lub α1 = 0 i α2 = 0, to Re(e1, e3) = 0 i Re(e2, e3) = 0. A zatem R = (α2
1+α2

2+α2
3)·e1∧e2⊗J ,

wi¦c R1 = (α2
1 + α2

2 + α2
3) oraz R2 = 0.

Przypadek 1: t 6= 0, α1 = 0, α2 = 0, α3 6= t.
W zale»no±ci od znaku liczby t · (t−α3), równania (2) opisuj¡ b¡d¹ to algebr¦ so(3), b¡d¹ te»
algebr¦ so(2, 1).

Przypadek 2: (α1, α2) 6= (0, 0), α3 = t.
W tym przypadku, [e1, e2] = α1 · e1 + α2 · e2 + α3 · e3 oraz e3 jest w centrum algebry.
Zaªó»my, »e α1 6= 0. Przypadek α2 6= 0 jest zupeªnie symetryczny. Podstawiaj¡c ẽ1 =
α1e1 + α2e2 + α3e3, ẽ2 = 1

α1
e2, ẽ3 = e3, dostajemy nast¦puj¡c¡ tabliczk¦ mno»enia:

[ẽ1, ẽ2] = ẽ1

[ẽ2, ẽ3] = 0
[ẽ3, ẽ1] = 0

Wierna reprezentacja liniowa algebry g wygl¡da nast¦puj¡co:

ẽ1  

(
0 1
0 0

)
, ẽ2  

(
−1 0
0 0

)
, ẽ3  

(
1 0
0 1

)
.

Zatem g jest izomor�czna z algebr¡ Liego grupy T (2) macierzy górnotrójk¡tnych 2× 2.

Przypadek 3: t 6= 0, α1 = 0, α2 = 0, α3 = t.
Wówczas algebra g jest izomor�czna z algebr¡ Liego grupy Heisenberga macierzy postaci 1 x z

0 1 y
0 0 1

 .
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Przypadek 4: t = 0, α1 = 0, α2 = 0, α3 6= 0.
W tym przypadku, algebra g ma wiern¡ reprezentacj¦ takiej postaci:

e1  

 0 0 0
0 0 −1
0 0 0

 , e2  

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , e3  

 0 α3 0
−α3 0 0

0 0 0

 .

Jest to algebra Liego grupy ruchów sztywnych (izometrii) pªaszczyzny.

Przypadek 5: t = 0, α1 = 0, α2 = 0, α3 = 0.
Algebra g jest wówczas oczywi±cie izomor�czna z R3.

2.1.3. Podsumowanie

Twierdzenie 2.2. Niech M b¦dzie trójwymiarow¡ przestrzeni¡ jednorodn¡ z niezmiennicz¡

SO(2)-geometri¡ charakterystyczn¡ (M,	, g, V,∇). Niech R = (R1 · ∗V[ + R2 ∧ V[) ⊗ J
b¦dzie rozkªadem formy krzywizny R ε Ω2(M) ⊗ so(2), wynikaj¡cym z rozkªadu Λ2(R3) na

nieprzywiedlne reprezentacje SO(2).
Wówczas skªadowa R2 krzywizny znika, oraz geometria (M,	, g, V,∇) jest lokalnie izo-

mor�czna z jedn¡ z przestrzeni z poni»szej listy, przy odpowiedniej warto±ci parametru t, który
jest przeciwny do warto±ci staªej funkcji torsji (SO(2)-geometrie tych przestrzeni opisane s¡

w punktach 2.1.1 oraz 2.1.2):

Przestrze« jednorodna Parametry: t, α R1

1.1 a) (SO(2)⊕ SO(3))
/
S1,−1,• t 6= 0, α < t2

−α

1.1 b) (SO(2) ⊕
SO(2, 1))

/
S1,−1,•

t 6= 0, α > t2

1.2 G1.2/SO(2) t 6= 0, α = t2

1.3 a) (R⊕SO(3))
/
(1⊕SO(2)) t = 0, α < t2

1.3 b) (R ⊕ SO(2, 1))
/
(1 ⊕

SO(2))
t = 0, α > t2

1.4 (Eucl(R2)⊕ R)
/
SO(2) t = 0, α = t2

Grupa Parametry: t, α1, α2, α3 | t (α2
1 + α2

2) = 0 R1

2.1 a) SO(3) t 6= 0, α1 = 0, α2 = 0, t · (t− α3) > 0

∑
α2

i

2.1 b) SO(2, 1) t 6= 0, α1 = 0, α2 = 0, t · (t− α3) < 0
2.2 T (2) (α1, α2) 6= (0, 0), α3 = t
2.3 Heis t 6= 0, α1 = 0, α2 = 0, α3 = t
2.4 Eucl(R2) t = 0, α1 = 0, α2 = 0, α3 6= 0
2.5 R3 t = 0, α1 = 0, α2 = 0, α3 = 0
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2.2. Trójwymiarowe niejednorodne SO(2)-geometrie charakterystyczne

2.2.1. Klasy�kacja trówymiarowych SO(2)-geometrii charakterystycznych

Gªównym celem tego rozdziaªu jest udowodnienie nast¦puj¡cego twierdzenia:

Twierdzenie 2.3. Niech p : S̃ → S b¦dzie dowoln¡ SO(2)-wi¡zk¡ gªówn¡ nad zorientowan¡

powierzchni¡ riemannowsk¡ (S,	, g), a Γ0 koneksj¡ na wi¡zce p.
Wówczas, na 3-rozmaito±ci S̃ jednoznacznie okre±lona jest taka naturalna SO(2)-struktura

(S̃,	, g̃, V ) wraz z koneksj¡ charakterystyczn¡ Γ, »e:

• Przeksztaªcenie p indukuje mor�zm SO(2)-wi¡zek gªównych zwi¡zanych z SO(2)-stru-
kturami na S̃ i S odpowiednio.

• Tensor torsji koneksji Γ jest caªkowicie antysymetryczny i odpowiada funkcji krzywizny

t koneksji Γ0.

Dla tej SO(2)-geometrii charakterystycznej, nieprzywiedlne skªadowe tensora krzywizny

koneksji Γ s¡ równe

R1 = t2 + κ,

R2 = d t,

gdzie κ jest krzywizn¡ Gaussa powierzchni S.

Co wi¦cej, ka»da SO(2)-geometria charakterystyczna (M,	, g, V ) na trójwymiarowej roz-

maito±ci jest lokalnie izomor�czna z geometri¡ takiej postaci. A zatem, funkcja torsji t, me-

tryka g oraz forma krzywizny s¡ zachowywane przez potok pola V , oraz skªadowa R2 krzywizny

wynosi dt.

Wniosek. SO(2)-geometria charakterystyczna na trójwymiarowej rozmaito±ci ma staª¡ torsj¦
wtedy i tylko wtedy, gdy skªadowa R2 tensora krzywizny jest zerowa.

Najpierw zostanie przeprowadzona konstrukcja, nast¦pnie poka»emy, »e rzeczywi±cie daje
ona SO(2)-geometrie charakterystyczne, a w ko«cu, »e ka»da SO(2)-geometria charaktery-
styczna lokalnie jest takiej postaci.

Konstrukcja Niech (S,	, g) b¦dzie zorientowan¡ powierzchni¡ riemannowsk¡ i niech
p : S̃ → S b¦dzie dowoln¡ SO(2)-wi¡zk¡ gªówn¡ nad S wraz z koneksj¡ Γ0. Przez t ε C∞(S)
oznaczmy funkcj¦ krzywizny koneksji Γ0.

Na rozmaito±ci S̃ okre±lone jest standardowe pole wertykalne V = J† odpowiadaj¡ce wek-
torowi bazowemu J algebry so(2). Mo»emy jednoznacznie okre±li¢ metryk¦ g̃ tak¡, by wektor
V byª unormowany i prostopadªy do przestrzeni horyzontalnej koneksji Γ0. Na przestrzeni
horyzontalnej za±, okre±lamy g̃ jako przeci¡gni¦cie z doªu metryki g przez rzutowanie p. Wy-
znaczona jest te» orientacja 	 rozmaito±ci S̃ taka, »e (X, Y, V ) tworzy baz¦ zorientowan¡ w
punkcie x ε S̃ gdy (p∗X, p∗Y ) jest baz¡ zorientowan¡ w p(x) ε S.

Wi¡zka styczna do S̃ rozkªada si¦ na sum¦ ortogonaln¡ wi¡zek:

T S̃ = p∗TS ⊕ R · V.

Na p∗TS mamy koneksj¦ indukowan¡ przez koneksj¦ Levi-Civity na TS, a na R · V mamy
pªask¡ koneksj¦. �¡cznie daje to pewn¡ koneksj¦ Γ̌ na T S̃. Do koneksji Γ̌ dodajmy form¦
p∗t · V[. W ten sposób okre±lamy nasz¡ koneksj¦ Γ na wi¡zce T S̃.
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Poprawno±¢ Tak okre±lona SO(2)-geometria na rozmaito±ci S̃ ma caªkowicie antysymetry-
czn¡ torsj¦ odpowiadaj¡c¡ funkcji t i skªadowe R1 oraz R2 tensora krzywizny s¡ takie jak w
sformuªowaniu twierdzenia.

Dowód Obliczymy wpierw form¦ koneksji Γ na wi¡zce T S̃. Opisana w konstrukcji SO(2)-
struktura (S̃,	, g̃, V ) wyznacza SO(2)-wi¡zk¦ gªówn¡ ξ̃ : Ẽ → S̃ baz z ni¡ zgodnych. Nato-
miast struktura riemannowska na S wyznacza SO(2)-wi¡zk¦ gªówn¡ ξ : E → S ortonormal-
nych baz zorientowanych wi¡zki stycznej do S. Przeksztaªcenie p : S̃ → S indukuje mor�zm

(Ẽ, ω̃)
p̃ //

ξ̃
��

(E,ωLC)

ξ

��
(S̃,	, g̃, V )

p // (S,	, g)

p̃ wi¡zki Ẽ w wi¡zk¦ E, poprzez przyporz¡dkowanie bazie (X, Y, V ) przestrzeni TxM bazy
(p∗X, p∗Y ) przestrzeni Tp(x)S.

Funkcje p∗t na S̃ oraz ξ̃∗p∗t na Ẽ indukowane przez t oznaczmy dla uproszczenia równie»
symbolem t, analogicznie dla κ.

Niech ωLC ε Ω1(E) b¦dzie form¡ koneksji Levi-Civity powierzchni S, oraz κ ε C∞(S) fun-
kcj¡ krzywizny tej koneksji. Forma p̃∗ωLC jest form¡ koneksji na wi¡zce ξ̃, a zatem tak»e
forma

ω̃ = p̃∗ωLC + t ξ̃∗V[, (�)

gdy» ξ̃∗(p∗t · V[) jest form¡ tensorialn¡ (gdzie t jest funkcj¡ krzywizny koneksji Γ0). Forma
ω̃ ⊗ J jest to dokªadnie forma koneksji Γ.

Niech θ̃ ε Ω1(Ẽ)⊗R3 b¦dzie form¡ tautologiczn¡ na wi¡zce ξ̃. Oznacza to, »e gdy X ε TuẼ,
to wektor ξ̃∗X w bazie u ma wspóªrz¦dne θ̃1(X), θ̃2(X), θ̃3(X). A zatem, poniewa» trzecia
wspóªrz¦dna wektora ξ̃∗X w dowolnej bazie to g(ξ̃∗X, V ) = V[(ξ̃∗X), wi¦c

ξ̃∗V[ = θ̃3. (1)

Je»eli za± θ ε Ω1(P0)⊗R2 jest form¡ tautologiczn¡ na wi¡zce ξ, to z okre±lenia przeksztaªcenia
p̃ wynika, »e

p̃∗θ = π2 ◦ θ̃, (2)

gdzie π2 : R3 → R2 jest rzutowaniem na dwie pierwsze wspóªrz¦dne.

Poniewa» V[(J†) = 1 oraz V[|Γ0 = 0, to forma V[ ⊗ J jest form¡ koneksji Γ0 na wi¡zce
p. Skoro zaªo»yli±my, »e koneksja ta ma krzywizn¦ t, to dV[ = p∗(t dS), gdzie dS jest form¡
powierzchni S. Z kolei ξ̃∗p∗dS = θ̃1 ∧ θ̃2, a poniewa» ξ̃∗dV[ = dθ̃3, wi¦c

dθ̃3 = t θ̃1 ∧ θ̃2. (3)

Zaªo»enie, »e κ jest krzywizn¡ Gaussa powierzchni S mo»e by¢ inaczej sformuªowane tak:

dωLC = κ dS,

sk¡d wynika równo±¢
p̃∗dωLC = κ ξ̃∗θ1 ∧ θ2, (4)
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Beztorsyjno±¢ koneksji na wi¡zce ξ danej przez form¦ ωLC oznacza, »e

dθ + (ωLC ⊗ J) ∧ θ = 0,

zatem, korzystaj¡c z (2),
π2 dθ̃ + (p̃∗ωLC ⊗ J) ∧ θ̃ = 0. (5)

Z równo±ci (3), (4), (5) oraz de�nicji (�) formy koneksji, torsji i krzywizny na wi¡zce ξ̃:

ω̃ = p̃∗ωLC + t θ̃3,

Θ̃ = dθ̃ + (ω̃ ⊗ J) ∧ θ̃,

Ω̃ = dω̃ ⊗ J

wynika ªatwo, »e

Θ̃ = t

 θ̃2 ∧ θ̃3

θ̃3 ∧ θ̃1

θ̃1 ∧ θ̃2

 ,

Ω̃ =
(
(κ + t2) θ̃1 ∧ θ̃2 + dt ∧ θ3

)
⊗ J.

To oznacza, »e tensor torsji jest caªkowicie antysymetryczny i odpowiada funkcji t, oraz »e
nieprzywiedlnymi skªadowymi formy krzywizny wzgl¦dem rozkªadu (2.1) s¡:

R1 = κ + t2,

R2 = dt.

Ko«czy to dowód poprawno±ci konstrukcji. �

Zupeªno±¢ Niech M b¦dzie trójwymiarow¡ rozmaito±ci¡ z SO(2)-struktur¡ (M,	, g̃, V ) i
niech Γ b¦dzie koneksj¡ zgodn¡ z t¡ struktur¡, której torsja jest caªkowicie antysymetryczna.
Wówczas geometria M jest lokalnie izomor�czna z geometri¡ otrzyman¡ w powy»szej kon-
strukcji.

Dowód Niech ∇ b¦dzie pochodn¡ kowariantn¡ koneksji Γ. Wówczas, poniewa» ∇ zachowuje
SO(2)-struktur¦ oraz tensor torsji jest antysymetryczny, to

∇V = 0,

∇g̃ = 0,

g̃(T (X, Y ), Z) + g̃(T (X, Z), Y ) = 0.

Z pierwszej z równo±ci wynika nast¦puj¡ca:

T (V,Z) = ∇V Z −∇ZV − LV Z = ∇V Z − LV Z.

W zwi¡zku z tym,

V g̃(X, Y ) = g̃(∇V X, Y ) + g̃(X,∇V Y )
= g̃(LV X + T (V,X), Y ) + g̃(X, LV Y + T (V, Y ))
= g̃(LV X, Y ) + g̃(X, LV Y ),

czyli LV g̃ = 0, wi¦c potok pola V zachowuje metryk¦ g.
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Niech S̃ ⊆ M b¦dzie takim otoczeniem ustalonego punktu w M , dla którego istnieje
dyfeomor�zm na pewn¡ kostk¦ otwart¡ w R3 o wysoko±ci mniejszej ni» 2π, przeprowadzaj¡cy
pole V na pole ∂

∂x3 . Niech S b¦dzie podstaw¡ tej kostki. Wówczas dobrze okre±lone jest
przeksztaªcenie ilorazowe p : S̃ → S, którego wªóknami s¡ krzywe caªkowe pola V . Z równo±ci
LV g̃ = 0 wynika, »e metryka g̃ rzutuje si¦ do dobrze okre±lonej metryki g na powierzchni S.
Na S wyznaczona jest równie» orientacja taka, by dla ka»dej zorientowanej bazy (X, Y, V )
przestrzeni TxS̃, (p∗X, p∗Y ) byªo zorientowan¡ baz¡ przestrzeni Tp(x)S.

Przez ξ̃ : Ẽ → S̃ oznaczmy SO(2)-wi¡zk¦ gªówn¡ baz zachowuj¡cych dan¡ SO(2)-struktur¦
na M , obci¦t¡ do S̃ i niech ξ : E → S b¦dzie SO(2)-wi¡zk¡ gªówn¡ baz ortonormalnych wi¡zki
stycznej do S. Niech θ̃ b¦dzie form¡ tautologiczn¡ wi¡zki ξ̃, a θ form¡ tautologiczn¡ wi¡zki ξ
oraz niech ω̃ b¦dzie form¡ koneksji na wi¡zce ξ̃.

Przeksztaªcenie p indukuje mor�zm p̃ wi¡zki ξ̃ w wi¡zk¦ ξ. Podobnie jak w dowodzie
poprawno±ci, zachodz¡ równo±ci:

θ̃1 = p̃∗θ1

θ̃2 = p̃∗θ2 (6)

θ̃3 = ξ̃∗V[.

Niech α ε Ω1(S̃) b¦dzie tak¡ form¡, »e

ω̃ = p̃∗ωLC + ξ̃∗α. (7)

Je»eli przez Θ̃ oznaczymy form¦ torsji koneksji na wi¡zce ξ̃, a przez Θ oznaczymy (ze-
row¡) form¦ torsji koneksji Levi-Civity na wi¡zce ξ, to, korzystaj¡c z równo±ci (6), dostajemy
równania:

Θ̃1 = s̃∗Θ1 − ξ̃∗α ∧ θ̃2 = −ξ̃∗α ∧ θ̃2

Θ̃2 = s̃∗Θ2 + ξ̃∗α ∧ θ̃1 = ξ̃∗α ∧ θ̃1

Θ̃3 = ξ̃∗dV[.

Zaªo»enie, »e forma torsji jest caªkowicie antysymetryczna i odpowiada funkcji t na S̃, jest
równowa»ne nast¦puj¡cym równo±ciom:

Θ̃1 = t θ̃2 ∧ θ̃3

Θ̃2 = t θ̃3 ∧ θ̃1

Θ̃3 = t θ̃1 ∧ θ̃2.

Przyrównuj¡c je do poprzednich równa«, widzimy, »e

ξ̃∗α = t θ̃3

ξ̃∗dV[ = t θ̃1 ∧ θ̃2,

sk¡d wnioskujemy równo±ci:

α = t V[ (8)

dV[ = t p∗dS, (9)

gdzie dS jest form¡ powierzchni S.
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Ró»niczkuj¡c zewn¦trznie równanie (9), otrzymujemy, »e dt ∧ p∗dS = 0. To oznacza, »e
dt(V ) = 0, wi¦c funkcja t jest staªa wzdªu» wªókien przeksztaªcenia p, zatem pochodzi od
pewnej funkcji t okre±lonej na S.

Poniewa» potok pola V zachowuje metryk¦ g̃, to równie» zachowuje on form¦ V[. Z okre-
±lenia zbioru S̃, wynika, »e mo»emy go zidenty�kowa¢ z podzbiorem otwartym trywialnej
SO(2)-wi¡zki gªównej nad S. Forma V[ przedªu»a si¦ do SO(2)-niezmienniczej formy, która
b¦dzie wówczas form¡ pewnej koneksji na tej wi¡zce. Jak wynika z (9), funkcja krzywizny tej
koneksji to dokªadnie t. Ponadto, wstawiaj¡c (8) do (7), dostajemy wzór

ω̃ = s̃∗ωLC + t ξ∗V[

analogiczny do (�), co pokazuje, »e dana koneksja na S̃ mo»e by¢ otrzymana w sposób opisany
w konstrukcji. Ko«czy to dowód twierdzenia. �

Uwagi

i) W przeprowadzonej konstrukcji, wszystkie krzywe caªkowe pola V s¡ okr¦gami dªugo±ci 2π.
Gdyby przeskalowa¢ pole V przez staªy czynnik 1

λ , otrzymaliby±my krzywe caªkowe dªugo±ci
2πλ, funkcja torsji by wynosiªa λ t, oraz R1 = λ2 t2 + κ, R2 = λ dt.

ii) Zamiast SO(2)-wi¡zki gªównej p : S̃ → S równie dobrze mo»na by wzi¡¢ R-wi¡zk¦ gªówn¡.
Wówczas krzywe caªkowe pola V b¦d¡ prostymi i powiemy, »e s¡ one dªugo±ci ∞.

Stwierdzenie 2.4. Niech (M,	, g, V ) b¦dzie trójwymiarow¡, spójn¡ SO(2)-geometri¡ cha-

rakterystyczna.

1. Je»eli wszystkie krzywe caªkowe pola V s¡ homeomor�czne z okr¦giem, to s¡ one równej

dªugo±ci l. Je»eli ponadto rozmaito±¢ M jest zwarta, to liczba

1
2π l

∫
M

α

jest caªkowita.

2. Je»eli wszystkie krzywe caªkowe pola V s¡ zupeªnymi podprzestrzeniami metrycznymi

przestrzeni M , to s¡ one równej dªugo±ci (sko«czonej lub nie), oraz geometria na M
jest globalnie takiej postaci, jak geometria otrzymana w naszej konstrukcji, z odpowiedni¡

mody�kacj¡ dªugo±ci wªókien, tak jak to jest opisane w Uwagach i) oraz ii).

Dowód Dªugo±¢ okr¦gu γ b¦d¡cego krzyw¡ caªkow¡ pola V wyra»a si¦ wzorem

l(γ) =
∫

γ
V[.

Z dowodu twierdzenia wynika, »e
dV[ = t ∗ V[.

Niech γ1 oraz γ2 b¦d¡ dwiema krzywymi caªkowymi pola V , oraz niech σ b¦dzie gªadk¡
krzyw¡ transwersaln¡ do pola V , ª¡cz¡c¡ punkt na okr¦gu γ1 z punktem na okr¦gu γ2

Niech P b¦dzie powierzchni¡ otrzyman¡ z σ poprzez dziaªanie potoku pola V . A zatem,
jest to immersyjny obraz rozmaito±ci S1× [0, 1], oraz pole V jest styczne do P . St¡d wynika,
»e ∗V[|P = 0.
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Wówczas, na mocy twierdzenia Stokes'a,

l(γ1)− l(γ2) =
∫

∂P
V[ =

∫
P

dV[ =
∫

P
t ∗ V[ = 0.

A zatem, dªugo±ci dowolnych dwóch krzywych caªkowych pola V s¡ sobie równe.

Niech l b¦dzie wspóln¡ dªugo±ci¡ krzywych caªkowych pola V . Wówczas potok pola 2π
l V

wyznacza dziaªanie okr¦gu SO(2) na rozmaito±ci M , oraz M staje si¦ SO(2)-wi¡zk¡ gªówn¡
nad przestrzeni¡ ilorazow¡ S = M/SO(2). Powtórzenie dowodu �zupeªno±ci�, gdzie za S̃
bierzemy M , pokazuje teraz, »e SO(2)-geometria charakterystyczna na M pochodzi w odpo-
wiedni sposób z S.

A zatem,
α = T[ = −ξ̃∗(κ dS) ∧ V[,

gdzie κ jest funkcj¡ krzywizny pewnej koneksji na wi¡zce ξ. Je»eli M jest zwart¡ rozmaito±ci¡,
to liczba 1

2π

∫
S κ dS jest caªkowita i odpowiada klasie Eulera wi¡zki ξ, oraz

∫
γ V[ = l dla

ka»dego wªókna γ wi¡zki ξ. St¡d wynika, »e 1
2π l

∫
M T[ jest liczb¡ caªkowit¡. Dowodzi to

pierwsz¡ cz¦±¢ stwierdzenia, oraz drug¡ w przypadku, gdy wszystkie krzywe caªkowe pola V
s¡ okr¦gami.

Zaªó»my teraz, »e wszystkie krzywe caªkowe pola V s¡ podprzestrzeniami zupeªnymi i »e
która± z tych krzywych jest okr¦giem. Poniewa» potok pola V zachowuje metryk¦, to wynika
st¡d, »e je±li punkt x ε M jest odlegªy o ε od krzywej γ, to wszystkie punkty le»¡ce na krzywej
caªkowej γx punktu x s¡ odlegªe o ε od γ. Skoro krzywa γx jest zupeªna i jest zawarta w
zwartym otoczeniu γ, to te» jest zwarta. Tak wi¦c, wszystkie krzywe caªkowe pola V s¡
okr¦gami i ten przypadek ju» rozpatrzyli±my.

Tak wi¦c, zaªó»my, »e wszystkie krzywe caªkowe pola V s¡ zupeªnymi prostymi. Niech
`1, `2 b¦d¡ dwiema takimi krzywymi, oraz niech x ε `1. Potok pola V wyznacza dziaªanie ·
grupy R na M . Znów, poniewa» potok pola V zachowuje metryk¦ g, to odlegªo±¢ punktu t ·x
od krzywej `2 nie zmienia si¦ gdy t przebiega R. A zatem krzywe `1 oraz `2 s¡ � jednostajnie
odlegªe�, to znaczy przestrze« ilorazowa M/R jest dobrze okre±lon¡ gªadk¡ powierzchni¡ S,
nad któr¡ M jest R-wi¡zk¡ gªówn¡. Powtórzenie dowodu �zupeªno±ci�, gdzie za S̃ bierzemy
M , pokazuje teraz, »e R-geometria charakterystyczna na M pochodzi w taki sposób z S, jak
to jest opisane w Uwadze ii) . �
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3. Czterowymiarowe SO(2)-geometrie charakterystyczne

W przeciwie«stwie do przypadku trójwymiarowego, w przypadku czterowymiarowym istnieje
niesko«czenie wiele nierównowa»nych wªo»e« grupy SO(2) w grup¦ SO(4). Ka»de takie wªo-
»enie de�niuje inn¡ struktur¦, przez co tak jednorodny opis, jak w poprzednim rozdziale nie
b¦dzie mo»liwy.

Jak wspomnieli±my we wst¦pie, ka»de wªo»enie grupy SO(2) w SO(4) jest sprz¦»one z
wªo»eniem postaci σk,l, gdzie k oraz l s¡ wzgl¦dnie pierwszymi liczbami caªkowitymi.

Dla ustalenia uwagi, b¦dziemy zawsze zakªadali, »e l jest co do moduªu mniejsze ni» k
oraz »e liczba k jest dodatnia.

W przypadku trywialnego wªo»enia σ1,0 : SO(2) → SO(4), redukcja grupy strukturalnej
na rozmaito±ci M do tak wªo»onej podgrupy SO(2) mo»e by¢, analogicznie jak w poprzednim
rozdziale, opisana jako pi¡tka (M,	, g, V,W ), gdzie V oraz W s¡ wzajemnie ortogonalnymi
polami wersorów stycznych do M .

S1,1-struktury W przypadku wªo»enia σ1,1 : SO(2) → SO(4), sytuacja si¦ nieco kompli-
kuje. Przestrze« jednorodna SO(4)/S1,1 to, jak zaraz poka»emy, RP 3 × S2.

Nietrudno zauwa»y¢, »e zadanie S1,1-struktury na czterowymiarowej rozmaito±ci M jest
równowa»ne z wyró»nieniem takich oto obiektów:

• Orientacja 	,

• Metryka g,

• Para wzajemnie ortogonalnych, dwuwymiarowych dystrybucji V1 oraz V2,

• Izometria τ dystrybucji V1 na dystrybucj¦ V2.

Istotnie, jak ªatwo wida¢, grupa przeksztaªce« przestrzeni R4 zachowuj¡cych tak¡ struktur¦,
to dokªadnie S1,1.

Teraz opiszemy wybór S1,1-struktury jako wybór pewnych form na czterowymiarowej roz-
maito±ci.

Stwierdzenie 3.1. Grupa SO(4) dziaªa tranzytywnie na przestrzeni RP 3 × S2 ze stabiliza-

torem S1,1.

Wybór S1,1-struktury na czterowymiarowej rozmaito±ci M jest równowa»ny z wyborem

trzech unormowanych dwuform na M , z których pierwsze dwie s¡ samodualne i wzajemnie

ortogonalne, a trzecia jest antysamodualna.

Dowód Przypomnijmy, jak si¦ pokazuje, »e nakryciem uniwersalnym grupy SO(4) jest grupa
Spin(4) = SU(2)× SU(2) = S3 × S3. Niech H = {a + j b |a, b ε C} b¦dzie (nieprzemiennym)
ciaªem kwaternionów. Mno»enie okre±lone jest tak, »e j j = −1 oraz j z = z j dla z ε C.
Sprz¦»enie kwaternionów, okre±lone wzorem a + j b = a−j b, jest antyhomomor�zmem algebr
oraz norma zadana przez ‖q‖2 = q q jest zgodna z operacj¡ mno»enia. Sfera jednostkowa S3

w przestrzeni kwaternionów jest zatem grup¡. Ponadto, dziaªanie S3×S3 na R4 ' H zadane
wzorem

σ(q1, q2) · v = q1 v q−1
2 q1, q2 ε S3, v ε H

zachowuje norm¦ R4, wi¦c wyznacza (dwukrotne) nakrycie σ : S3 × S3 → SO(4). Jest to
wi¦c nakrycie uniwersalne. Z kolei dziaªanie S3 na zbiorze kwaternionów �czystych� imH =
{ir + jz |r ε R, z ε C} zadane wzorem

τ(q) · w = q w q−1 q ε S3, w ε imH
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daje nakrycie uniwersalne τ : S3 → SO(3). Poniewa» jest ono dwukrotne, to wida¢ st¡d, »e
SO(3) = S3/{(1, 1), (−1,−1)} = RP 3.

Rzutowanie π1 oraz π2 grupy Spin(4) = S3×S3 na odpowiednie wspóªrz¦dne opuszcza si¦
do homomor�zmów λ1 oraz λ2 grupy SO(4) w grup¦ SO(3), co ilustruje poni»szy diagram.

S3 × S3
πk //

σ
����

S3

τ
����

SO(4)
λk // SO(3)

Grupa S3 dziaªa w oczywisty sposób na przestrzeni SO(3) = RP 3:

q · (R · v) = R · (q v) q ε S3, v ε H∗.

Rozpatrzmy dziaªanie po wspórz¦dnych grupy S3 × S3 na przestrzeni RP 3 × S2, gdzie S2 ⊆
imH jest sfer¡ jednostkow¡. Stabilizatorem punktu (R · 1, i) jest, jak ªatwo sprawdzi¢, zbiór
S̃1,1 = {(±1, z) |z ε S1 = S3 ∩ C ⊆ H}. Porównianie wymiarów przestrzeni prowadzi do
wniosku, »e dziaªanie to jest tranzytywne. Poniewa»

σ(±1, z) · (a + j b) = ±(a z−1 + j b z−1),

zatem σ(±1, z) jest przeksztaªceniem zadanym przez macierz w postaci klatkowej

( ±z−1 0
0 ±z−1

)
z ε SO(2) = S1

Wynika st¡d, »e grupa S̃1,1 jest dwukrotnym nakryciem grupy S1,1 ⊆ SO(4), z j¡drem równym
N = {(1, 1), (−1,−1)} ⊆ S3 × S3.

Na mocy twierdzenia 1.3,

(S3 × S3)/S̃1,1 =
(
(S3 × S3)/N

)/
(S̃1,1/N) = SO(4)/S1,1,

a lewa strona powy»szego ci¡gu równo±ci jest równa, jak ju» pokazali±my, RP 3×S2. A zatem
równie» SO(4)/S1,1 = RP 3 × S2, co dowodzi pierwszej cz¦±ci tezy.

Okazuje si¦, »e homomor�zm λ1 : SO(4) → SO(3) mo»na interpretowa¢ jako dziaªanie
grupy SO(R4) indukowane na trójwymiarowej przestrzeni form samodualnych Λ+(R4) =
{α ε Λ2(R4) | ∗ α = α}. Podobnie, homomor�zm λ2 jest indukowany przez dziaªanie na
przestrzeni form antysamodualnych Λ−(R4) = {α ε Λ2(R4) | ∗ α = −α}.

Zatem skªadnik RP 3 dziaªania SO(4) na RP 3 × S2, mo»na uto»sami¢ z grup¡ obrotów
SO

(
Λ+(R4)

)
, za± drugi skªadnik, S2 jest sfer¡ S

(
Λ−(R4)

)
. Tak wi¦c, wybór S1,1 struktury na

czterowymiarowej rozmaito±ci M jest równowa»ny wyborowi ci¦cia wi¡zki baz wi¡zki Λ+(TM)
oraz ci¦cia wi¡zki sfer wi¡zki Λ−(TM). St¡d wynika druga cz¦±¢ tezy. �

Analogiczna analiza pokazuje, »e S1,−1-struktura jest wyznaczona przez ci¦cie wi¡zki baz
wi¡zki Λ−(TM) oraz ci¦cia wi¡zki sfer wi¡zki Λ+(TM).
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3.1. Czterowymiarowe rozmaito±ci dopuszczaj¡ce SO(2)-struktury

Rzecz¡, która tak»e odró»nia przypadek czterowymiarowy od trójwymiarowego jest to, »e na
4-rozmaito±ci mog¡ istnie¢ topologiczne przeszkody ku istnieniu SO(2)-struktury. W tej cz¦±ci
opiszemy warunki konieczne i dostateczne do istnienia takich struktur. Niezwykle przydatnym

twierdzeniem tu b¦dzie

Twierdzenie Pontrjagina. Je»eli M jest 4-wymiarowym kompleksem komórkowym, którego

czwarta grupa kohomologii H4(M ; Z) nie ma 2-torsji, to klasa izomor�zmu SO(n)-wi¡zki
gªównej (n ≥ 3) nad M jest wyznaczona przez jej klasy charakterystyczne w2 ε H2(M ; Z2),
p1 ε H4(M ; Z) oraz jedna z klas e ε H4(M ; Z) lub w4 ε H4(M ; Z2), w zale»no±ci od tego, czy

n = 4, czy te» n > 4.

Dowód [Pon45],[DW59] �

Niech teraz M b¦dzie czterowymiarow¡, orientowaln¡ rozmaito±ci¡. W szczególno±ci, po-
wy»sze twierdzenie zachodzi dla rozmaito±ci M . Niech p i q b¦d¡ dwiema dowolnymi liczbami
caªkowitymi.

Twierdzenie 3.2. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by wi¡zka styczna oriento-

walnej, czterowymiarowej rozmaito±ci M miaªa Sp,q struktur¦, jest by istniaª element x ε H2(M ; Z),
który speªnia nast¦puj¡ce równo±ci:

i) w2(M) ≡ (p + q) · x mod 2

ii) p1(M) = (p2 + q2) · x ` x

iii) e(M) = pq · x ` x

Dowód Istnienie Sp,q-struktury na wi¡zce stycznej jest równowa»ne temu, by istniaªa liniowa
wi¡zka zespolona ` taka, »e TM ∼= `p ⊕ `q.

Niech x ε H2(M ; Z) i niech ` b¦dzie zespolon¡ wi¡zk¡ liniow¡ nad M odpowiadaj¡c¡ klasie
x przy izomor�zmie

c1 : V ectC
1 (M) → H2(M ; Z),

oraz niech η = `p ⊕ `q.
Z nast¦puj¡cego rachunku:

c(η) = c(`p ⊕ `q) = c(`p) ` c(`q)
= (1 + p · c1(`)) ` (1 + q · c1(`))
= 1 + (p + q) · x + pq · x2

wnioskujemy zale»no±ci

w2(η) = c1(η) mod 2 = (p + q) · x mod 2
p1(η) = c1(η)2 − 2c2(η) = (p2 + q2) · x2

e(η) = c2(η) = pq · x2.

Z twierdzenia Pontrjagina wynika wi¦c, »e wi¡zka η = `p ⊕ `q jest izomor�czna z wi¡zk¡ TM
wtedy i tylko wtedy, gdy x speªnia warunki i), ii) oraz iii). �
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3.2. Klasy�kacja czterowymiarowych, jednorodnych SO(2)-geometrii chara-
kterystycznych

B¦dziemy stosowa¢ dokªadnie te same metody, co w przypadku trójwymiarowym. Podobnie
jak tam, osobno rozpatrzymy przypadek przestrzeni jednorodnych postaci G/H, gdzie G
jest pi¦ciowymiarow¡ grup¡, a H jej jednowymiarow¡ podgrup¡, i osobno przypadek, gdy
sama przestrze« jednorodna jest grup¡ czterowymiarow¡. Jedynymi narz¦dziami, tak jak
poprzednio, s¡ tu twierdzenia 1.1, 1.2 oraz wniosek z twierdzenia 1.3.

3.2.1. Nietrywialna reprezentacja izotropii

Zaªó»my, »e M jest jednorodn¡ Sp,q-geometri¡ postaci G/H, gdzie G jest pi¦ciowymiarow¡
grup¡ Liego, a H jej jednowymiarow¡ podgrup¡ domkni¦t¡ oraz p i q s¡ dwiema wzgl¦dnie
pierwszymi liczbami caªkowitymi. Na mocy twierdzenia 1.2, mo»emy zaªo»y¢, »e przeksztaª-
cenie Λ wyznaczaj¡ce koneksj¦ Γ jest zerowe. Wówczas, na mocy twierdzenia 1.1, zachodz¡
wzory:

To(X, Y ) = −[X, Y ]m (T)

Ro(X, Y ) = −λ̃([X, Y ]h) dla X, Y ε ToM ' m. (R)

Niech wektory (e1, e2, e3, e4) stanowi¡ baz¦ ortonormaln¡ przestrzeni ToM ' m, oraz
niech h b¦dzie tak dobranym wektorem bazowym przestrzeni h, »e jego dziaªanie na m w
bazie (e1, e2, e3, e4) jest postaci σp,q.

Zakªadaj¡c, »e tensor torsji jest caªkowicie antysymetryczny i odpowiada formie t1 e1 ∧
e2 ∧ e3 + t2 e1 ∧ e2 ∧ e4 + t3 e1 ∧ e3 ∧ e4 + t4 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4, oraz »e cz¦±¢ wertykalna nawiasu
Liego jest wyznaczona przez dwuform¦ η =

∑
αi,je

i ∧ ej , z twierdzenia 1.1 oraz to»samo±ci
Jacobiego dostajemy pewne równania, które dadz¡ si¦ rozwi¡za¢.

W przypadku p, q 6= 0 okazuje si¦, »e jedyne rozwi¡zania tych równa« s¡ trywialne, to
znaczy torsja jest oraz forma η s¡ zerowe. Przestrze« jednorodna wtedy to jest (Sp,qnR4)/Sp,q,
to znaczy R4 wraz z pªask¡ Sp,q-geometri¡.

Natomiast w przypadku (p, q) = (1, 0) z równa« tych wynika, »e t3 = 0, t4 = 0 oraz αi,j = 0
dla {i, j} 6= {1, 2}. Dalej wi¦c b¦dziemy bada¢ te rozwi¡zania, zakªadaj¡c, »e (p, q) = (1, 0)
oraz dziaªanie wektora h na m w bazie (e1, e2, e3, e4) dane jest przez macierz J (a wªa±ciwie
jej rozszerzenie do macierzy 4× 4). Niech α = α1,2.

A zatem tabliczka mno»enia w algebrze Liego g grupy G wygl¡da tak:

[e1, e2] = t1 e3 + t2 e4 + α h,
[e1, e3] = −t1 e2,
[e1, e4] = −t2 e2,
[e2, e3] = t1 e1,
[e2, e4] = t2 e1,
[e1, h] = e2,
[e2, h] = −e1,
[e3, e4] = 0,
[e3, h] = 0,
[e4, h] = 0.
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Krzywizna Z powy»szych równo±ci oraz równo±ci (R), wynika, »e

Ro = −α e1 ∧ e2 ⊗ J.

W poni»szym spisie przypadków podane s¡ podstawienia, które prowadz¡ do bazy stan-
dardowej której± ze wcze±niej napotkanych algebr Liego. Wektory rozpinaj¡ce podalgebr¦
przemienn¡ b¦d¡ oznaczane symbolami r, r1, r2. Standardowe wektory bazowe algebr so(3)
oraz so(2, 1) oznaczam przez f1, f2, f3. Baza algebry Liego grupy G1.2 skªada si¦ z wektorów
v1, v2, v3, v4.

Przypadek 1: t21 + t22 6= α.
Niech µ b¦dzie takie, »e µ2(α− t21 − t22) = ±1 = ε. Podstawiaj¡c

f1 = µ e1,

f2 = µ e2,

f3 =
1

α− t21 − t22
(α h + t1 e3 + t2 e4),

r1 = e4 − t2 h,

r2 = e3 − t1 h,

dostajemy standardow¡ baz¦ algebry so(3) ⊕ R2 b¡d¹ so(2, 1) ⊕ R2, w zale»no±ci od znaku
ε. Wówczas h = f3 − 1

t21+t22−α
(t2 r1 + t1 r2). Gdy (t1, t2) 6= (0, 0), mo»na tak wybra¢ baz¦

(r̃1, r̃2) podalgebry R2 ⊆ g, by h = f3 + r̃1.

Przypadek 2: t21 + t22 = α, α 6= 0.
Zaªó»my, »e t1 6= 0. Przypadek t2 6= 0 jest symetryczny. Podstawmy

v1 = e1,

v2 = e2,

v3 = (t21 + t22) h + t1 e3 + t2 e4,

v4 = h,

r = e4 + t2 h.

Wektory (v1, v2, v4, v4) rozpinaj¡ wówczas podalgebr¦ algebry g, która jest izomor�czna z al-
gebr¡ Liego grupy G1.2, oraz r rozpina centrum g. A zatem grupa G jest lokalnie izomor�czna
z grup¡ G1.2 × R.

Przypadek 3: α, t1, t2 = 0.
Wówczas wybrana baza (e1, e2, e3, e4, h) jest standardow¡ baz¡ algebry Liego grupy
SO(2) n R4, oraz jej podgrupa H odpowiadaj¡ca podalgebrze h to standardowo wªo»one
SO(2).

3.2.2. Trywialna reprezentacja izotropii

B¦dziemy post¦powa¢ dokªadnie tak jak w paragra�e 2.1.2. W tym przypadku, przestrze«
jednorodna jest grup¡ Liego G. Niech sp,q oznacza algebr¦ Liego grupy Sp,q ⊆ SO(4). Na
mocy twierdzenia 1.1, koneksja Γ odpowiada pewnemu przeksztaªceniu Λ: g → sp,q ⊆ gl(4),
za którego pomoc¡ torsja wyra»a si¦ wzorem

Te(X, Y ) = Λ(X) · Y − Λ(Y ) ·X − [X, Y ]. (F)
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Twierdzenie 1.1 daje równie» posta¢ tensora krzywizny, które, uwzgl¦dniwszy powy»sze rów-
nanie, przyjmuje posta¢

Re(X, Y ) = ΛT (X, Y ). ((R))

Zaªó»my, »e forma torsji jest antysymetryczna, wi¦c jest postaci

−T[ = t1 e1 ∧ e2 ∧ e3 + t2 e1 ∧ e2 ∧ e4 + t3 e1 ∧ e3 ∧ e4 + t4 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4.

Z kolei Λ jest pewnym funkcjonaªem o warto±ciach w sp,q ' R, którego wspóªczynniki w
wybranej bazie oznaczmy przez λ1, λ2, λ3, λ4.

Równanie (F) oraz to»samo±ci Jacobiego daj¡ znów pewne ograniczenia na wspóªczynniki
t1, t2, t3, t4, λ1, λ2, λ3, λ4.

W przypadku, gdy p oraz q s¡ niezerowymi liczbami, równania te implikuj¡, »e Λ = 0, a
wspóªczynniki ti mog¡ by¢ dowolne.

W przypadku, gdy p = 1 i q = 0, dostajemy dodatkowo rozwi¡zanie, w którym T = 0 i Λ
jest dowolne oraz rozwi¡zanie, w którym t3, t4, λ1, λ2 = 0, a reszta jest dowolna.

Mo»liwe rozwi¡zania równa« podsumowuje poni»sza tabelka:

(p, q) : p ⊥ q, |q| < |p| Λ ε g∗ ⊗ sp,q T[ ε Λ3(g)
dowolne Λ = 0 dowolne

(p, q) = (1, 0) dowolne T = 0
(p, q) = (1, 0) Λ = (λ3 e3 + λ4 e4)⊗ J −T[ = ?(t1 e4 − t2 e3)

Przypadek 1: Λ = 0.
Klasy�kacja wszystkich mo»liwych algebr Liego w pierwszym przypadku, w którym nawias
Liego jest caªkowicie antysymetryczny w pewnej metryce, wydaje si¦ trudna. Natomiast
nietrudno wykaza¢, »e dowolna zwarta i póªprosta algebra Liego wraz z metryk¡ zadan¡ przez
form¦ Killinga speªnia ten warunek (patrz [Zwe05]). Na mocy (R), krzywizna tu wychodzi
zerowa.

Przypadek 2: T = 0, (p, q) = (1, 0), Λ 6= 0.
Wówczas ªatwo policzy¢, »e algebra g jest izomor�czna z algebr¡ t(2)×R, gdzie t(2) oznacza
algebr¦ Liego górnotrójk¡tnych macierzy 2× 2. Tensor krzywizny w tym przypadku równie»
jest zerowy.

Przypadek 3: (p, q) = (1, 0),Λ = (λ3 e3 + λ4 e4)⊗ J,−T[ = ?(t1 e4 − t2 e3).
W przypadku generycznym, wychodzi SO(3) × R lub SO(2, 1) × R. Przypadki szcszególne
to grupy Heis × R, Eucl(R2) × R oraz wcze±niej opisana grupa G1.2. Tensor krzywizny jest
postaci R = (λ3t1 + λ4t2)e1 ∧ e2 ⊗ J.

Twierdzenie 3.3. Niech (p, q) b¦dzie par¡ wzgl¦dnie pierwszych liczb pierwszych. Zaªó»my,

»e dana jest niezmiennicza Sp,q-koneksja charakterystyczn¡ na czterowymiarowej, riemannow-

skiej przestrzeni jednorodnej M . Wówczas zachodzi jedna z nast¦puj¡cych mo»liwo±ci

• geometria M jest trywialna (pªaska),

• przestrze« M jest grup¡ Liego z caªkowicie antysymetrycznymi staªymi struktury,

• {p, q} = {1, 0} oraz przestrze« M jest lokalnie izomor�czna z któr¡± z poni»szych prze-

strzeni jednorodnych z odpowiedni¡ S1,0-geometri¡ (dokªadniejszy ich opis, wraz z opisem

torsji oraz krzywizny, znajduje si¦ wcze±niej w tym rozdziale).
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Przestrze« jednorodna Parametry: t1, t2, α ε R
1.1< (SO(3)⊕ R2)

/
S t1, t2 6= 0, α < t21 + t22

1.1> (SO(2, 1)⊕ R2)
/
S t1, t2 6= 0, α > t21 + t22

1.10
< (SO(3)⊕ R2)

/
(1⊕ SO(2)) α < 0

1.10
> (SO(2, 1)⊕ R2)

/
(1⊕ SO(2)) α > 0

1.2 (G1.2 × R)/SO(2) (t1, t2) 6= (0, 0)
Grupa Parametry: Λ ε g∗ ⊗ J , T[ ε Λ3(g∗) \ {0}

2.1 T (2)× R Λ ε R4 \ {0}
2.2 a) SO(3)× R t1λ3 + t2λ4 < t21 + t22
2.2 b) SO(2, 1)× R t1λ3 + t2λ4 > t21 + t22
2.3 Heis× R t1 = λ3, t2 = λ4

2.4 Eucl(R2)× R λ3 = t1, t2 = 0
2.5 G1.2 t1λ3 + t2λ4 = t21 + t22, t2 6= 0

4. SO(2)-geometrie charakterystyczne w wy»szych wymiarach

4.1. Jednoznaczno±¢ istnienia SO(2)-koneksji charakterystycznej

Udowodnimy nast¦puj¡ce twierdzenie, z którego wynika, »e je±li dana jest rozmaito±¢ wraz z
SO(2)-struktur¡, to dopuszcza ona najwy»ej jedn¡ SO(2)-koneksj¦ charakterystyczn¡.

Twierdzenie 4.1. Niech S b¦dzie jednowymiarow¡ podgrup¡ Liego grupy SO(n), oraz niech
M b¦dzie n-wymiarow¡, zorientowan¡ rozmaito±ci¡ riemannowsk¡ wraz z pewn¡ S-struktur¡.
Wówczas, je»eli na M istnieje S-koneksja charakterystyczna, to jest ona wyznaczona jedno-

znacznie.

Dowód Zaªó»my, »e ∇1 oraz ∇2 s¡ dwiema S-koneksjami charakterystycznymi. Niech V
b¦dzie przestrzeni¡ styczn¡ do rozmaito±ci M w dowolnym jej punkcie x. Tensor α = (∇1 −
∇2)x jest caªkowicie antysymetryczny (tw. 1.4) oraz nale»y do przestrzeni V ∗ ⊗ s, gdzie
s ⊆ Λ2V ∗ ' so(n) jest algebr¡ Liego grupy S, rozpi¦t¡ przez pewn¡ form¦ S ε Λ2V ∗. A zatem,
α ε Λ3V ∗ ∩ V ∗ ⊗ S jest postaci X[ ⊗ S dla pewnego wektora X ε V , gdzie X[ = g(X, · ).
Zaªó»my, »e X 6= 0. Dla dowolnych wektorów Y, Z ε V , zachodzi równo±¢

α(X, Y, Z) = g(X, X) S(Y, Z) = −g(X, Y ) S(X, Z).

Poniewa» forma S jest niezerowa, wi¦c istniej¡ Y, Z takie, »e S(Y, Z) 6= 0. Wtedy S(X, Z)
te» musi by¢ ró»ne od zera i, wstawiaj¡c Y = X do powy»szej równo±ci, dostajemy, »e
α(X, X, Z) 6= 0, co jest sprzeczno±ci¡ z antysymetri¡ α. A zatem X = 0, wi¦c tak»e α = 0,
co dowodzi, »e koneksje ∇1 oraz ∇2 s¡ równe w ka»dym punkcie x rozmaito±ci M . �

4.2. Przykªady niejednorodnych SO(2)-geometrii charakterystycznych
w wy»szych wymiarach

W tym rozdziale b¦dziemy rozpatrywa¢ SO(2)-struktury na rozmaito±ciach o dowolnym wy-
miarze, zadane przez najprostsze wªo»enie SO(2) ↪→ SO(n). Zadanie takiej struktury na
n-wymiarowej rozmaito±ci jest oczywi±cie równowa»ne z okre±leniem metryki g, orientacji 	
oraz n− 2 pól unormowanych i wzajemnie ortogonalnych V3, V4, . . . , Vn. Konstrukcja trójwy-
miarowych SO(2)-geometrii charakterystycznych uogólnia si¦ do tej sytuacji w nast¦puj¡cy
sposób.
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Konstrukcja Niech n ≥ 3 b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Niech (S,	, g) b¦dzie zorientowan¡
powierzchni¡ riemannowsk¡ oraz dla i = 3, · · ·n, niech pi : S̃i → S b¦dzie dowoln¡ SO(2)-
wi¡zk¡ gªówn¡ nad S wraz z koneksj¡ Γi. Przez ti ε C∞(S) oznaczmy funkcj¦ krzywizny
koneksji Γi.

Niech S̃ = S̃3×S . . .×s S̃n. Jest to wi¡zka gªówna nad S z grup¡ strukturaln¡
⊕n

i=3 SO(2).
Na rozmaito±ci S̃ okre±lone s¡ standardowe pola wertykalne V3, . . . , Vn odpowiadaj¡ce

odpowiadaj¡ce wektorom bazowym 0⊕ . . .⊕J⊕ . . .⊕0 algebry
⊕n

i=3 so(2). Na wi¡zce werty-
kalnej wi¡zki S̃ okre±lmy metryk¦ tak¡, by pola Vi byªy wzajemnie ortogonalne i unormowane.
Natomiast na przestrzeni horyzontalnej koneksji Γ = Γ3 ⊕ . . .⊕ Γn okre±lamy metryk¦ przez
przeci¡gni¦cie metryki g z powierzchni S. W ten sposób okre±lili±my metryk¦ g̃ na S̃.

Podobnie, standardowa orientacja na R2 ⊕
⊕n

i=3 so(2) indukuje orientacj¦ rozmaito±ci S̃.

(Ẽ, ω̃)
p̃ //

ξ̃
��

(E,ωLC)

ξ

��
(S̃,	, g̃, V3, . . . , Vn)

p // (S,	, g)

W ten sposób otrzymujemy SO(2)-struktur¦ (S̃,	, g̃, V3, . . . , Vn), która wyznacza SO(2)-
wi¡zk¦ gªówn¡ ξ̃ : Ẽ → S̃ baz z ni¡ zgodnych. Natomiast struktura riemannowska na S wy-
znacza SO(2)-wi¡zk¦ gªówn¡ ξ : E → S ortonormalnych baz zorientowanych wi¡zki stycznej
do S. Przeksztaªcenie p : S̃ → S indukuje mor�zm p̃ wi¡zki Ẽ w wi¡zk¦ E, poprzez przypo-
rz¡dkowanie bazie (X, Y, V3, . . . , Vn) przestrzeni TxM bazy (p∗X, p∗Y ) przestrzeni Tp(x)S.

Niech
α = t3 (V3)[ + . . . + tn (Vn)[

b¦dzie jednoform¡ form¡ na S̃, gdzie ti jest funkcj¡ krzywizny koneksji Γi.
Niech ωLC ε Ω1(E) b¦dzie form¡ koneksji Levi-Civity powierzchni S, oraz κ ε C∞(S) fun-

kcj¡ krzywizny tej koneksji. Forma p̃∗ωLC jest form¡ koneksji na wi¡zce ξ̃, a zatem tak»e
forma

ω̃ = p̃∗ωLC + ξ̃∗α,

gdy» ξ̃∗α jest form¡ tensorialn¡. B¦dziemy rozpatrywa¢ wªa±nie t¦ koneksj¦ na wi¡zce ξ̃, która
jest wyznaczona przez form¦ ω̃ (dokªadniej, przez ω̃ ⊗ J).

Funkcje p∗ti na S̃ oraz ξ̃∗p∗ti na Ẽ indukowane przez ti oznaczmy dla uproszczenia równie»
symbolem ti, analogicznie dla κ. Niech dS oznacza form¦ powierzchni rozmaito±ci S.

Twierdzenie 4.2. Tak okre±lona SO(2)-geometria na rozmaito±ci S̃ ma caªkowicie antysy-

metryczn¡ torsj¦ równ¡ p∗dS ∧ α.

Dowód jest zupeªnie analogiczny do dowodu w przypadku trójwymiarowym.
Dowód Niech θ̃ ε Ω1(Ẽ) ⊗ Rn b¦dzie form¡ tautologiczn¡ na wi¡zce ξ̃. Oznacza to, »e gdy
X ε TuẼ, to wektor ξ̃∗X w bazie u ma wspóªrz¦dne θ̃1(X), . . . , θ̃n(X). A zatem, poniewa» dla
i ≥ 3, i-ta wspóªrz¦dna wektora ξ̃∗X w dowolnej bazie to g(ξ̃∗X, Vi) = (Vi)[(ξ̃∗X), wi¦c

ξ̃∗(Vi)[ = θ̃i. (1)

Je»eli za± θ ε Ω1(P0)⊗R2 jest form¡ tautologiczn¡ na wi¡zce ξ, to z okre±lenia przeksztaªcenia
p̃ wynika, »e

p̃∗θ = π2 ◦ θ̃, (2)
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gdzie π2 : Rn → R2 jest rzutowaniem na dwie pierwsze wspóªrz¦dne.

Dla i = 3, . . . , n, forma (Vi)[⊗J jest przeci¡gni¦ciem formy koneksji Γi na wi¡zce pi. Skoro
zaªo»yli±my, »e koneksja ta ma krzywizn¦ ti, to d(Vi)[ = p∗(ti dS). Poniewa» ξ̃∗d(Vi)[ = dθ̃i,
wi¦c

dθ̃i = ti ξ̃∗p∗dS. (3)

Zaªo»enie, »e κ jest krzywizn¡ Gaussa powierzchni S mo»e by¢ inaczej sformuªowane tak:

dωLC = κ ξ∗dS,

sk¡d wynika równo±¢
p̃∗dωLC = κ ξ̃∗p∗dS, (4)

Kolejna równo±¢ wynika z zaªo»enia, »e ωLC jest koneksj¡ Levi-Civity na wi¡zce ξ:

Θ = dθ + (ωLC ⊗ J) ∧ θ = 0.

A zatem, korzystaj¡c z (2),

π2 dθ̃ + (p̃∗ωLC ⊗ J) ∧ θ̃ = 0. (5)

Z równo±ci (3), (4), (5) oraz de�nicji formy koneksji, torsji i krzywizny na wi¡zce ξ̃:

ω̃ = p̃∗ωLC + ξ̃∗α,

Θ̃ = dθ̃ + (ω̃ ⊗ J) ∧ θ̃,

Ω̃ = dω̃ ⊗ J

wynika ªatwo, »e

Θ̃ =


θ̃2 ∧ ξ̃∗α

ξ̃∗α ∧ θ̃1

t3 ξ̃∗p∗dS
...

tn ξ̃∗p∗dS

 ,

Ω̃ = ξ̃∗
(
(κ +

n∑
i=3

t2i ) p∗dS +
n∑

i=3

dti ∧ (Vi)[

)
⊗ J.

To oznacza, »e tensor torsji jest caªkowicie antysymetryczny i odpowiada formie p∗dS ∧ α.
Ko«czy to dowód poprawno±ci konstrukcji. �
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