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1. Wstep

Topologia jest dziedzina matematyki wyrosta z intuicji dotyczacych wlasnoéci
obiektow geometrycznych, zwigzanych jedynie z ich ksztaltem a nie z odlegloscia
punktow. Jest zdumiewajaca tajemnica matematyki, ze bardzo proste aksjomaty
przestrzeni topologicznej wystarczaja do opisywania wielkiego bogactwa tresci ge-
ometrycznych. Struktura topologiczna stanowi fundament na ktérym zbudowane sa
inne struktury matematyczne np. analityczne i algebraiczne. Jako przyklad moze
stuzy¢ topologiczny dowdd podstawowego twierdzenia algebry.

Podstawowym celem przedmiotu Topologia Il jest rozwiniecie aparatu pojecio-
wego pozwalajacego zrozumieé topologie powierzchni dwuwymiarowych, to znaczy
przestrzeni lokalnie homeomorficznych z plaszczyzna euklidesowa. Intuicyjnie jest
jasne, ze wlasnosci topologiczne sfery (powierzchni kuli) i torusa (powierzchni detki)
sa odmienne, ale precyzyjne wyrazenie tej réznicy wymaga subtelniejszych narzedzi,
niz te ktére wystepuja w Topologii |. Inne ciekawe przyklady powierzchni to wstega
Mobiusa, ptaszczyzna rzutowa, butelka Kleina.

Podstawowa dla naszego wyktadu idea rozwazania algebry klas homotopii krzy-
wych na przestrzeni liczy nieco ponad 100 lat i zostala wprowadzona przez wielkiego
francuskiego matematyka Henri Poincaré - pioniera algebraicznego podejscia do
badania wtasnosci topologicznych. Gléwne tematy sktadajace sie na tegoroczny kurs
to: homotopia drég i dowolnych przeksztalceri; homotopijna réwnowaznosé; algebra
drég; grupa podstawowa przestrzeni; przestrzenie nakrywajace i ich zwiazek z grupa,
podstawowa; realizacja dowolnej grupy jako grupy podstawowej przestrzeni; grupy
podstawowe powierzchni; twierdzenie Jordana o rozcinaniu plaszczyzny.

Wiele dodatkowych wiadomosci o topologii i literaturze przedmiotu Czytelnik
znajdzie na stronach internetowej Topologii Il oraz seminarium magisterskiego z
topologii algebraicznej, dostepnych ze strony http://mimuw.edu.pl/ sjack .

Nasze opracowanie ma charakter skryptu do wykladu, a nie regularnego po-
drecznika. Jest podzielone na rozdzialy odpowiadajace ok. 1-2 wyktadéw. Poziom
szczegotowosci zapewne nie jest jednolity; zachecamy Czytelnika do wypelnienia
wszystkich skrotéw w dowodach, a szczegdlnie tych oznaczonych ¢. Po wielu roz-
dziatach umiesciliSmy zadania, réwniez przy pomocy O szczegélnie zachecajac do
rozwiazania niektérych z nich. W skrypcie, w odréznieniu od wykladu nie ma ani
jednego rysunku. Goraco zachecamy Czytelnikéw do wykonania przy lekturze ry-
sunkéw ilustrujacych pojecia i twierdzenia.

Serdecznie zapraszamy Czytelnikéw do nadsytania wszelkich uwag, zapytan, ko-
rekt itp. dotyczacych tego skryptu na adres aboj@mimuw.edu.pl. Ewentualna er-
rata, komentarze i dodatkowe wyjadnienia beda na biezaco publikowane na stronie
3W przedmiotu.
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2. Przestrzenie ilorazowe

Zaczniemy od opisania ogdlnej konstrukeji wprowadzania topologii w zbiorze na
ktorym okreslone sa przeksztalcenia o wartosciach w przestrzeniach topologicznych.
Niech X bedzie zbiorem a F = {f; : X — Y;} rodzing przeksztalcenn o wartosciach
w przestrzeniach topologicznych (Y;,7;). Definiujemy topologie 7x w zbiorze X
jako najmniejsza topologie w ktérej wszystkie odwzorowania f; : X — Y; sa ciagte.
Latwo zauwazy¢, ze baza te]j topologii sa zbiory postaci {f,gl(Uil) N...N f;l(Uzk)}
gdzie U;,, € T;,.

2.1. Przyklad. Jesli A C X jest podzbiorem przestrzeni topologicznej, to topolo-
gia podprzestrzeni w A jest zadana przez odwzorowanie zanurzenia i : A C X.

2.2. Przyklad. Jesli X, X, sa przestrzeniami topologicznymi, to topologia w
zbiorze X7 X X5 jest zadana przez przeksztalcenia p; @ X1 x Xo — X;, ¢ = 1,2
bedace rzutowaniami na osie.

2.3. Stwierdzenie. Niech Z bedzie przestrzeniq topologiczng. Odwzorowanie
g Z — X jest ciaglte wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego i € I zloZenie

z%x Ly jest ciggte. @

Podobnie mozemy zdefiniowaé topologie w zbiorze Y jesli zadana jest rodzina odw-
zorowan F := {f; : X; — Y} z przestrzeni topologicznych (X;,7;) do Y. Topologie
Tr w X definiujemy jako najwieksza topologie w Y taka, ze wszystkie odwzorowania
fi: Xi; — Y sa ciagle.

2.4. Definicja. Niech {X};c; bedzie rodzing przestrzeni topologicznych. Zdefiniu-
jmy zbidr Y = HjeJ X, = UjeJ X, x{j} Dla dowolnego j € J mamy zanurzenie
ij: X; CY. ZbiorY z topologiq zadang przez rodzine odwzorowarn {i;} nazywamy
suma roztaczna przestrzeni topologicznych {X,;} i oznaczamy HjeJ X;.

Zauwazmy, ze jesli Vjey X; = X to [[;c; X; = X x J gdzie w zbiorze wskaZnikéw

J rozpatrujemy topologie dyskretna.
2.5. Stwierdzenie. Niech Z bedzie przestrzeniq topologiczng. Odwzorowanie
g Y — Z jest ciqggle wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego j € J zloZenie

X Yy 4 g jest ciggte. %

Teraz opiszemy dokladniej wprowadzanie topologii w zbiorze klas abstrakcji relacji
réwnowaznosci okreslonej na przestrzeni topologicznej.

2.6. Definicja. Niech (X,7T) bedzie przestrzeniq topologiczna, R relacjq réwno-
waznosci w zbiorze X, a q : X — X/R przeksztatceniem przypisujgcym punktowi
jego klase abstrakcji. Zbior X/R z topologia T /R zdefiniowanag przez odwzorowanie
q, nazywamy przestrzeniq ilorazowq.

Zgodnie z definicja, 7 /R jest najwieksza topologia, dla ktérej przeksztalcenie
g : X — X/R jest ciagle. Ponadto przeksztalcenie f : X/R — Y jest ciagle
wtedy i tylko wtedy gdy zlozenie f o q jest ciagle.
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2.7. Stwierdzenie. 7/R:={U C X/R: ¢ '(U) e T}. Q

2.8. Definicja. Przeksztalcenie ciqgte q : X — Y bedgce surjekcja nazywamy
tlorazowym, jezeli dla dowolnego przeksztatcenia f :'Y — Z z cigglosci ztozenia
foq: X — Z wynika cigglosé¢ przeksztatcenia f.

Przypomnijmy, Ze o przeksztalceniu ciaglym méwimy, Ze jest otwarte (odp. dom-
kniete), jesli obraz dowolnego zbioru otwartego (odp. domknietego) jest otwarty
(odp. domkniety).

2.9. Stwierdzenie. Jesli przeksztalcenie ciggle ¢ : X — Y jest surjekcjg i jest
otwarte lub jest domkniete, to q jest przeksztatceniem ilorazowym. Y%

2.10. Stwierdzenie. Przeksztalcenie q : X — Y jest ilorazowe, wtedy 1 tylko wte-
dy, gdy przestrzen Y jest homeomorficzna z przestrzeniq ilorazowq X/R,, gdzie
r1Rez2 = q(z1) = q(x2). ©

2.11. Przyklad. Jezeli A C X jest podprzestrzenia, to przez X/A oznaczamy
przestrzen ilorazowa relacji x ~4 2’ <= x = 2’ lub z,2/ € A. Zauwazmy, ze
klasy abstrakcji punktéw z € X \ A sa jednoelementowe, natomiast klasa abstrakeji
dowolnego punktu a € A jest caly zbiér A. Mowimy, ze przestrzen X/A powstaje z
przestrzeni X z przez zgniecenie zbioru A do punktu.

2.12. Przyklad. Jezeli A jest przestrzenia topologiczna, to stozkiem nad A nazy-
wamy przestrzenn A x I /A x {1}, gdzie I oznacza odcinek [0, 1] z topologia euklides-
owa,.

2.13. Przyklad. Zdefiniujemy bukiet przestrzeni topologicznych z wyréznionym
punktem. Niech X, j € J beda przestrzeniami topologicznymi, kazda z wyréznionymfj
punktem z; € X;. Niech X = HjeJXi bedzie ich suma rozlaczng zas A =
Ujes{zit € X. Wéwezas X/A nazywamy bukietem przestrzeni X i oznaczamy
symbolem \/ jeq Xj-Bukiet skoniczonej liczby przestrzeni oznaczamy takze symbolem
X1V Xy...VX,. Zauwazmy, ze dla kazdego j mamy wlozenie i; : X; — \/jeJ X;.
Konstrukcja ta spetnia nastepujacy warunek uniwersalnosci: Niech Y bedzie przestrzenial
z wyréznionym punktem yo. Wowczas dla dowolnej rodziny przeksztalcen, f; :
X; — Y, fj(z;) = yo istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie f : vjeJ X;, =Y,
dla ktérego dla kazdego j € J foi; = f;. To jedyne przeksztalcenie f bedziemy
oznacza¢ symbolem \/, ; f;.

przestrzen ilorazowa przestrzeni spéjnej (lukowo spéjnej) jest oczywiscie spdjna
(tukowo spdjna), gdyz jest jej obrazem przy przeksztalceniu ciagtym. Jednak wiele
innych wlasnosci topologii przestrzeni X ”psuje sie” przy przechodzeniu do prze-
strzeni ilorazowej. Nie sa zachowywane aksjomaty oddzielania, istnienia przeliczal-
nej bazy, czy tez przeliczalnej bazy w punkcie. przestrzen ilorazowa przestrzeni
metrycznej moze nie by¢ metryzowalna.

2.14. Przyklad. Niech A C R bedzie zbiorem liczb calkowitych. przestrzern R/A,
ktéra jest homeomorficzna z bukietem przeliczalnej liczby okregdéw, nie ma przeli-
czalnej bazy w punkcie bukietowym.

Podamy teraz definicje precyzujaca intuicje doklejania jednej przestrzeni do drugie;j.



2.15. Definicja. Niech A C X iniech f : A — Y bedzie przeksztatceniem cigglym.
Wowczas sklejeniem przestrzeni X 1Y wzdluz przeksztalcenia f nazywamy prze-
strzen ilorazowq (X UY')/R, gdzie R jest najmniejszq relacjq réwnowaznosci zawie-
rajgcq relacje xRf(x) dla kazdego x € A. Otrzymang przestrzen oznaczamy sym-
bolem X Uy Y. Mamy nastepujgcy przemienny diagram, w ktérym przeksztatcenia
1 oraz i’ sq wloZeniami:

A — X

7| |7
Y — s XUy

Odnotujmy pewne szczegdlne przypadki tej konstruke;ji:

2.16. Przyklad. Jesli odwzorowanie f : A — Y jest stale w punkt gy, to prze-
strzen X Uy Y jest homeomorficzna z bukietem (X/A) VY. W szczegdlnosci jesli
Y =pt to X Uy {pt} = X/A.

2.17. Przyklad. Jedlii: A — Y jest wlozeniem podzbioru, to X U; Y = X UY a
podzbiér V C X UY jest otwarty wtedy i tylko wtedy gdy podzbiory V N X oraz
V NY sa otwarte.

Zanotujmy wazna wlasnos¢ operacji doklejania:

2.18. Stwierdzenie. Niech A C X i niech f: A —Y. Wowczas:
a) Homeomorfizm h : Y — Y’, definiuje homeomorfizm X Uy Y =X Uhot Y.
b) Jesli A’ C X', zas g : X' — X jest homeomorfizmem takim, ze g(A') = A to
g definiuje homeomorfizm X' Usoq Y =X UrY. %

2.19. Przyklad. Konstrukcje doklejania przestrzeni wzdtuz przeksztatcenia mozna
uogolni¢. Niech f1 : A — X i fo : A — Y beda przeksztatceniami. Sklejeniem
przestrzeni X i Y wzdhuz przeksztalcen f; i fo nazywamy przestrzen ilorazowa
(X UY)/R, gdzie R jest najmniejsza relacja réwnowaznosci zawierajaca aRfi(a)
oraz aRf(a), dla kazdego a € A. Otrzymang przestrzen oznaczamy symbolem
X Uy, .1, Y. Mamy nastepujacy przemienny diagram:

AL X

3l |

v L xup Y

Przestrzenie powstajace przez utozsamienia bokéw kwadratu

Zastosujemy wprowadzone pojecia do skonstruowania bardzo waznych przykltadéw
przestrzeni, ktére bedziemy nazywaé powierzchniami. Niech [—1,1] x [—1, 1] bedzie
kwadratem polozonym na plaszczyinie. Rozpatrzmy w zbiorze [—1,1] x [—1,1]
relacje réwnowaznosci Ry, ..., R5 takie, ze klasy abstrakcji punktéw wewnatrz kwa-
dratu sa jednoelementowe, natomiast na brzegu kwadratu dokonujemy nastepuja-
cych utozsamien:



1,t) oraz (t,—1) ~g, (t,1)
1, —t) ~pg, (1,t) oraz (t,—1) ~g, (t,1)
(—1,—t) ~g, (1,t) oraz (—t,—1) ~p, (t,1)

@ Ile elementéw majg poszczegdlne klasy abstrakcji tych relacji réwnowaznoéci?

(=
(=
(=
(=

AN IR

2.20. Stwierdzenie. Przestrzenie ilorazowe [—1,1] x [-1,1]/R;, i = 1,..,5 sq
przestrzeniami zwartymi. W przestrzeniach [—1,1] x [-1,1]/R; dlai = 3,4,5 kazdy
punkt ma otoczenie homeomorficzne z R2. %

Wskazéwka: Dla dowodu zwarto$ci przestrzeni ilorazowych wystarczy wykazaé, ze sg one przestrzeniami
Hausdorffa.

2.21. Stwierdzenie. Przestrzenie [—1,1] x [-1,1]/Ry, [-1,1] x [-1,1]/Rs,
[—1,1] x [-1,1]/Rs sa kolejno homeomorficzne z nastepujacymi podzbiorami prze-
strzeni R3:
1. Powierzchnia walca tj. powierzchniq powstata przez obrot odcinka wokot osi
rownolegtej do tego odcinka;
2. Wstega Mobiusa, tj. powierzchniq powstatq przez jednoczesny obrot odcinka
wokdt osi i wokot srodka obracanego odcinka o kat w;
2. Torusem, tj. powierzchniq powstata przez obrét okregu wokdt osi leZqcej w
plaszczyinie zawierajgceej ten okrag. Q

Uwaga: Przestrzenie [—1,1] x [—1,1]/Ry oraz [—1,1] x [-1,1]/R5 nie dadza si¢
zanurzy¢ w R3!

Przestrzen [—1,1] x [—1, 1]/ R4 nazywa si¢ butelka Kleina. Kilka innych przedstawien
butelki Kleina opisano w zadaniach.

Przestrzen [—1, 1] x[—1, 1]/ R5 jest homeomorficzna z plaszczyzna rzutowa RP(2),
czyli przestrzenia powstajaca ze zwyklej plaszczyzny przez uzupelnienie jej kierun-
kami prostych réwnoleglych. Przypomnijmy - w przestrzeni R? \ {(0,0,0)} rozpa-
trujemy relacje: (zo,1,72) ~ (Y0,y1,y2) <= Irer(To, 71, 72) = (Y0, 7Y1,7Y2).
Przestrzeri ilorazows tej relacji nazywamy plaszczyzna rzutowa RP2. Jej punkty
oznaczamy {(xg,x1,22)}, a liczby z¢, 21, z2 wspéhrzednymi jednorodnymi punktu
{(zo,x1,22)}. Jezeli zg # 0, to {(xo,x1,22)} = {(1,21/x0,22/20)} 1 punkt ten
utozsamiamy z punktem (z1 /g, T2/z0) € R?, jezeli zas xg = 0 to punkt {(0, z1,z2)}
utozsamiamy z kierunkiem prostej wyznaczonym przez wektor [x1,xs]. Ponizsze
stwierdzenie wskazuje inna konstrukcje plaszczyzny rzutowej:

2.22. Stwierdzenie. Plaszczyzna rzutowa RP(2) jest homeomorficzna z przestrze-
niq bedacq przestrzeniq ilorazowq dysku D?/ ~ gdzie z ~ 2" wtedy i tylko wtedy gdy
z=2 lb|z|=1o0raz2 =—-2z. Q Q@

skazéwka: Pokazadé, ze przeksztalcenie przyporz owujgce punktowi (zq,z9)€ punkt ptaszczyzny rzutowej
Wskazéwka: Pok: ¢, 7 ksztat i adk ja kt'12D2 kt pt t j

{(1—4 /@%Jrfl/’g,wl,IQ)} wyznacza szukany homeomorfizm. Wéwczas punkty wnetrza D2 odpowiadajg punktom
ptaszcyzny, a klasy abstrakcji punktéw na sferze - kierunkom prostych.

Z powyzszego stwierdzenia tatwo juz widaé, ze przestrzen [—1, 1] x [—1, 1]/ R5 jest
homeomorficzna z plaszczyzna rzutowa RP(2).
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2.23. Przyklad. Niech A, B C int([—1,1] x [—1,1]) beda dwuwymiarowymi dys-
kami domknietymi. Niech X = T2\ (int A) i Y = T2\ (int B). Niech przeksztal-
cenie f : 0A — Y bedzie zlozeniem pewnego homeomorfizmu 0A — 0B i wlozenia
0B — Y. Przestrzen XU;Y nazywamy suma spojna dwoch toruséw lub dwupreclem
i oznaczamy T24T?. Mozna pokazaé, ze typ homeomorficzny takiej przestrzeni nie
zalezy od wybranych dyskéw i nie zalezy od wybranego homeomorfizmu (co nie jest
oczywiste.) Konstrukcje sumy spdjnej toruséw mozna iterowaé, otrzymujac trzy-
precle itd. Mozna tez ja zastosowaé¢ w ogdlniejszej sytuacji, do czego powrdcimy.



Zadania

Wiasnosci przestrzeni ilorazowych

Z2.1.Niech A C X. Zbadaé¢ dla jakich podzbioré6w A odwzorowanie ilorazowe
q: X — X/A jest otwarte, dla jakich domkniete. Kiedy X/A jest przestrzenia
Hausdorffa? W szczegdlnoéci wykazaé, ze jezeli X jest regularna oraz A C X jest
podzbiorem domknietym, to X/A jest przestrzenia Hausdorffa.

72.2.Niech f: X — Y bedzie odwzorowaniem ciaglym o wartosciach w przestrzeni
Hausdorffa. Udowodni¢, ze wtedy X/Ry, gdzie xRz’ <= f(x) = f(a), jest
przestrzeniag Hausdorffa.

7.2.3.Niech g : X — Y bedzie odwzorowaniem ilorazowym i zalézmy, ze dla kazdego
y € Y zbiér ¢ 1(y) jest spéjny. Pokazaé, ze zbiér otwarty (lub domkniety) A
jest spéjny wtedy i tylko wtedy gdy zbiér ¢~ 1(A) jest spdjny. Jezeli g jest odw-
zorowaniem otwartym, to zalozenie otwarto$ci lub domknietosci zbioru A mozna
pominac.

0 Z24.Jezeli ¢ : X — Y jest przeksztalceniem ilorazowym oraz przestrzenn X jest
lokalnie spdjna to przestrzen Y jest lokalnie spdjna.

O 7Z2.5.Niech D" = {(z1, ..,x,) € R": 22 +...22 < 1} bedzie dyskiem (kula) o promie-
niu 1, zag S" ! = {(z1,..,7,) € R™:2? + .22 = 1} sfera ograniczajaca ten dysk.
Wskaza¢ homeomorfizm D™ /S"~1 = §n,

Bukiet przestrzeni topologicznych

0 Z2.6.Niech X;,7=1,...,n beda przestrzeniami topologicznymi, kazda z wyréznio-
nym punktem z; € X;. Pokazaé, ze bukiet X1V X5 V...V X, jest homeomorficzny
z podzbiorem produktu X; x X5 x ... x X,,.

{($1,3§‘2,... s i1, 2, L1y - ,ZL‘n) EXixXox..xXp:zeX;,0=1,... ,n}.

72.7. Wykazaé, ze produkt sfer n i m wymiarowej ze zgniecionym do punktu buki-
etem tych sfer S x S™/S™ Vv 8™ jest homeomorficzny ze sfera S+,

728 Niech A C X, A’ C X' iniech f: A— Y. Zalézmy, ze przestrzenie X i X’
oraz A1 A’ sa homeomorficzne. Niech g : A — A’ bedzie homeomorfizmem. Czy
przestrzenie X Uy Y oraz X ! Ugos Y sa homeomorficzne?

Przestrzenie powstajace przez utozsamienia bokéw kwadratu

©Z29.Niech P := {# € C:1 < |z] < 2} bedzie pierScieniem na plaszczyznie.
Rozwazmy w P relacje réwnowaznosci R ktoérej klasy abstrakcji elementéw spoza
wewnetrznego okregu sa jednoelementowe, natomiast z ~p —z jesli |z| = 1.
Wykazaé, ze P/R jest homeomorficzna ze wstega Mdobiusa.



0 7Z.2.10. Wykazaé, ze jezeli dokonaé¢ utozsamienia punktéw antypodycznych na obu
brzegowych okregach pierécienia {z € C: 1 < |z| < 2}, to otrzymana przestrzen jest
homeomorficzna z X /Ry, czyli z butelka Kleina.

O 7.2.11. Znale#é przeksztateenia 12 5 912 L5 S1v S takie, ze 12 Uy (ST V S1) jest
homeomorficzna z torusem i z butelka Kleina.

O Z2.12. Znalez¢ zanurzenie wstegi Mobiusa w RP(2) oraz pokazaé, ze istnieje rozklad
RP(2) = DUM gdzie M jest podzbiorem domknietym homemorficznym ze wstega
Mobiusa, D jest homeomorficzny z dyskiem D? oraz M N D jest homeomorficzny z
okregiem.

7,2.13. Znalez¢ relacje réwnowazno$ci na butelce Kleina tak, by przestrzen ilorazowa
byta homeomorficzna z plaszczyzna rzutowa,.

Z2.14. Udowodnié¢, ze przestrzenie X/R;, i = 1,2,3,4 nie sa parami homeomor-
ficzne.
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3. Grupy topologiczne i ich dziatania

3.1. Definicja. Grupa topologiczna nazywamy przestrzen topologicznag G, w ktdrej
zbiory jednopunktowe sq domkniete, wraz ze strukturg grupy zdefiniowang w zbiorze
jej punktow. Zakladamy przy tym, Ze dziatania mnozenia p:G x G — G,
w(g1,g2) = gi1ge i brania elementu odwrotnego v : G — G, v(g) = g1 sq ciagle.

Homomorfizmem grup topologicznych nazywamy przeksztatcenie, ktore jest ho-
momorfizmem i jest przeksztalceniem cigglym.

Grupa topologiczna ma naturalnie wyrézniony punkt — jest nim element neutralny
dzialania grupowego.

3.2. Stwierdzenie. Podgrupa grupy topologicznej jest grupag topologiczna. Iloczyn
kartezjariski grup topologicznych G1 x Go jest grupq topologiczng. [

3.3. Przyklady.

a) Dowolna grupa jest grupa topologiczna, jezeli w zbiorze jej elementéw wprowadz-
imy topologie dyskretna — o takiej grupie méwimy, ze jest grupa dyskretna.

b) Zbiory R i R* = R\ {0} liczb rzeczywistych i liczb rzeczywistych réznych od
zera 7z topologia euklidesowa oraz z dodawaniem i mnozeniem odpowiednio sa
grupami topologicznymi. Analogicznie mamy grupy topologiczne C i C*. Okrag
St ={z € C: |2] = 1} < C* jest podgrupa domknieta.

c) Torusem n-wymiarowym nazywamy grupe 7" = S! x - -- x S! bedaca iloczynem
kartezjanskim n okregéw.

d) Grupa GL(n,R) macierzy odwracalnych o wspétczynnikach rzeczywistych z to-
pologia podprzestrzeni R"’ jest grupa topologiczna. Grupy O(n) i SO(n) przek-
sztalceni ortogonalnych i specjalnych ortogonalnych (czyli ortogonalnych o wyz-
naczniku réwnym 1) sa jej podgrupami domknietymi.

e) Grupa GL(n,C) macierzy odwracalnych o wspétczynnikach zespolonych z to-
pologia podprzestrzeni C* jest grupa topologiczna. Grupy U (n) i SU(n) przek-
sztalcen unitarnych i specjalnych unitarnych sa jej podgrupami domknietymi.
Grupy U(n) i SU(n) sa zwarte i sp6jne. Grupa U (n) zawiera torus n-wymiarowy
a grupa SU(n) zawiera torus n — l-wymiarowy.

Uogdlnimy do kontekstu topologicznego podstawowe pojecia zwigzane z dzialaniami
grup na zbiorach, znane z kursu Algebry I. Nalezy sie spodziewaé, ze istnienie
dzialania danej grupy topologicznej na przestrzeni ma zwiazek z istotnymi wlasnos-
ciami topologicznymi tej przestrzeni.

3.4. Definicja. Grupa topologiczna G dziala na przestrzeni topologicznej X
z prawej strony, jeZeli dane jest przeksztatcenie ciggte ¢ : X x G — X, takie, Ze
Voex Vggea 0(0(x,9),9") = d(x,99"), Vaex oé(z,1) =2

Analogicznie, grupa topologiczna G dziata na przestrzeni topologicznej X
z lewej strony, jezeli dane jest przeksztatcemie cigglte ¢ : G x X — X, takie, Ze
VaexVggea ¢(9,8(9, @) = (99, 2), Veex o(l,2) =2z
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3.5. Uwaga.. Jezeli ¢ : X x G — X jest dziataniem prawostronnym, to
¢ GxX —X,¢(g,z)=0¢(x,g ") jest dziataniem lewostronnym i na odwrét.

Jezeli grupa topologiczna G dziata na przestrzeni topologicznej X, z lewej (prawej)
strony, to méwimy krétko, ze X jest lewa (prawa) G- przestrzenia. Dzialanie
elementu g € G na punkcie z € X zapisujemy g(z) lub gz ((x)g lub zg). Jesli
grupa G dziala na X, to dowolna podgrupa H < G tez dziata na X.

3.6. Przyklad. Jesli G jest grupa topologiczna a H < G dowolna podgrupa to H
dziala z lewej strony na G przez lewe przesuniecia A : H x G — G, A(h,g) :=hg i
przez prawe przesuniecia p: G x H — G, p(g,h) := gh. Zauwazmy, ze dzialania z
lewej i prawej strony sa wzajemnie przemienne (hg)h' = h(gh').

3.7. Przyklad. Jesli G jest grupa topologiczng a H < G dowolng podgrupa to
G dziala z lewej strony na przestrzeni warstw lewostronnych G/H przez lewe prze-
suniecia \ : GxG/H — G/H, M\g,zH) := gxH.W dalszym ciagu méwiac o G/H
jako o G — przestrzeni bedziemy mieli na my$li to dziatanie.

Analogicznie G dziala z prawej strony na zbiorze warstw prawostronnych.

W dalszym ciagu bedziemy podawaé definicje i stwierdzenia dla dzialan z lewej
strony. Sformulowania dla dzialan z prawej strony sa analogiczne.

Zdefiniujemy teraz przeksztalcenia przestrzeni z dzialaniem ustalonej grupy G.

3.8. Definicja. Niech X ¢ Y beda G — przestrzeniami. Przeksztatcenie ciggle
f: X — Y nazywamy ekwiwariantnym [ub G — przeksztatceniem jezeli

VeexVgea flg(x)) = g(f(x)).

Mowimy, Ze przeksztatcenie jest G — homeomorfizmem, jezeli jest homeomorfizmem
i jest ekwiwariantne (tatwo widaé, zZe przeksztatcenie odwrotne jest takzie ekwiwari-

antne). Zbior przeksztatcen ekwiwariantnych z przestrzeni X do'Y oznaczamy sym-
bolem Mapq(X,Y).

3.9. Definicja. Niech X bedzie G — przestrzeniqg. Jezeli x € X, to:
a) Orbita punktu x nazywamy podprzestrzen
Gz) = {g: g€ G} C X
b) Grupa izotropii lub stabilizatorem punktu = G, nazywamy podgrupe
Go={9€G: g(z) =2} <G.
c¢) Podprzestrzenia punktéw statych nazywamy podprzestrzen
XC ={re X:Yyeqg(x) =2} C X.

W wielu waznych przypadkach grupa izotropii punktu x € X wyznacza topologie
jego orbity.

3.10. Stwierdzenie. Niech X bedzie G — przestrzeniq i niech x € X. Przyporzad-
kowanie elementowi g € G punktu g(x) definiuje G — odwzorowanie G/G, — G(x)
bedgce bijekcjq. Jest ono G — homeomorfizmem jezeli G jest grupa zwartq lub jezeli
X jest przestrzeniq dyskretng. %
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Jedli dla pewnego punktu z € X, X = G(z), podgrupa izotropii G, < G jest
domknieta i odwzorowanie G/G, — G(z) jest G — homeomorfizmem, to méwimy,
ze X jest G—przestrzenia jednorodna z grupa izotropii G,. Zbadamy teraz G —
przeksztalcenia przestrzeni jednorodnych.

3.11. Stwierdzenie. Jezeli H < G jest podgrupa, to dla dowolnej G — przestrzeni
Y prazyporzadkowanie ¢r : Maps(G/H,Y) — YH og(f) = f(eH), gdzie YH
oznacza zbior punktow statych podgrupy H, jest bijekcjq.

Dowdd. Jest oczywiste, ze jezeli f jest przeksztalceniem ekwiwariantnym, to

f(eH) € Y™ i przeksztalcenie f jest jednoznacznie wyznaczone przez wartosé
fle H), wiec przyporzadkowanie ¢p jest réznowartoSciowe. Jest ono takze sur-
jektywne, gdyz dla dowolnego y € Y wzér f,(g H) := gy jest dobrze okreslony i
definiuje przeksztalcenie ciagle f, : G/H — Y . g

3.12. Whniosek.

1. Dla dowolnych podgrup H, K < G istnieje bijekcja miedzy zbiorem przeksztatcen,
ekwiwariantnych ~ Mapo(G/H,G/K) a  zbiorem  punktow  stalych
(G/K)H = {gK: H< gKg~'}.

2. Grupa G-homeomorfizméw Homeoq(G/H, G/H) jest izomorficzna z grupq
N¢(H)/H, gdzie Ng(H) oznacza normalizator podgrupy H < G. @

3.13. Definicja. Przestrzenia orbit dzialtania grupy G na X nazywamy przestrzen
ilorazowq X /G := X/ ~ gdzie v ~ x’ wtedy i tylko wtedy gdy istnieje element g € G
taki, ze gv = x’.

Dowolne G — odwzorowanie f : X — Y miedzy G — przestrzeniami indukuje odw-
zorowanie ciagle przestrzeni orbit (f/G) : X/G — Y/G dane wzorem (f/G)([z]]) :=
[f(x)]. Oczywiscie nie kazde przeksztalcenie przestrzeni orbit pochodzi od odw-
zorowania ekwiwariantnego.

3.14. Przyklad. Jedli podgrupa H < G dziata na grupie G przez lewe przesuniecia,
to przestrzeni orbit jest zbiorem lewych warstw H \ G = {Hg : g € G} a grupa
G dziala na H \ G przez przesuniecia z prawej strony: (Hg)g' := H(gg') ; jesli
dziala przez prawe przesuniecia, to przestrzen orbit jest zbiorem prawych warstw
G/H = {gH : g € G} a grupa G dziala na G/H przez przesuniecia z lewej strony:
9'(gH) = (9'9)H.

3.15. Stwierdzenie. Jezeli grupa topologiczna G dziata na przestrzeni X, to odw-
zorowanie ilorazowe X — X/G jest otwarte. Jezeli grupa G jest zwarta oraz X
jest przestrzeniq Hausdorffa to:

a) odwzorowanie definiujqce dziatanie 0: G x X — X jest domkniete,
b) X/G jest przestrzeniq Hausdorffa,

¢) odwzorowanie X — X/G jest domkniete,

d) odwzorowanie X — X /G jest wtasciwe,

e) X jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy X/G jest zwarta,
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f) X jest lokalnie zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy X/G jest lokalnie zwarta.
Q@

Uwaga: Nie nalezy myli¢ oznaczenia X/A wprowadzonego w rozdziale 1 dla oznaczenia zgniecenia podzbioru
do punktu z oznaczeniem X /G przestrzeni orbit. Szczegdlnie mylgce moze byé oznaczenie przestrzeni warstw

G/H. Jedli w G nie byloby struktury grupy ten symbol oznaczalby G ze zgniecionym do punktu podzbiorem H.

Wygodnie jest nazwaé¢ dzialania, ktére maja pewne szczegdlne wiasnosci.

3.16. Definicja. Niech X bedzie G — przestrzeniq. Powiemy, Ze
a) dziatanie G jest trywialne, jezeli dla kazdego x € X, grupa izotropii G, = G,
a zatem kazdy element grupy wyznacza przeksztalcenie bedace identycznosciq.
b) dziatanie G jest wolne, jezeli dla kazdego x € X, grupa izotropii G, = {1} jest
trywialna.
¢) dziatanie G jest tranzytywne, jezeli ma dokladnie jedna orbite, to znaczy prze-
strzen orbit X /G jest jednopunktowa.
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Zadania

Grupy topologiczne i ich przestrzenie jednorodne

© Z3.1. Udowodnié, ze jezeli H < G jest domknieta podgrupa grupy topologicznej G,
to przestrzen warstw G/H jest regularna. W szczegdlnosci grupa topologiczna jest
przestrzenia regularna,.

Uwaga: Przestrzen topologiczng nazywamy reqularng jesli punkty sq domkniete i
mozna je oddziela¢ zbiorami otwartymi od podzbiorow domknietych. W definicji
grupy topologicznej zatozyliSmy, Ze punkty sq domkniete.

7.3.2. Udowodnié, ze jezeli H < G jest dyskretna podgrupa normalna spdjnej grupy
topologicznej GG, to H jest zawarta w centrum G.

7.3.3.Niech A < R bedzie domknieta, dyskretng podgrupa. Wykazaé, ze istnieje
izomorfizm grup topologicznych R/A = St

7 3.4.Znalezé zanurzenie grupy addytywnej R w torus S! x S!' i udowodnié, ze
odpowiednia przestrzen warstw jest antydyskretna.

Z3.5.Grupy O(n) , SO(n) i U(n) sa zwarte, grupy SO(n), U(n) sa spdjna, zas
grupa O(n) ma dwie skladowe tukowe.

7.3.6. Jezeli X jest przestrzenia Hausdorffa i grupa topologiczna G dziata na X, to
grupy izotropii sa podgrupami domknietymi.

Powierzchnie jako przestrzenie orbit

O Z3.7. Skonstruowaé dziatania wolne grupy Z na R x [—1,1] tak, aby przestrzenie
orbit byty walcem oraz wstega, Moebiusa.

Q© 7 3.8. Skonstruowaé dzialanie wolne grupy Zs, na walcu S' x R ktérego przestrzenia
orbit jest wstega Mobiusa.

7Z3.9. Niech vy, vy € R? beda wektorami liniowo niezaleznymi . Niech A =< vy, vy >
oznacza podgrupe generowana przez vi,vs. Wykazaé, ze grupa ilorazowa R?/A
jest izomorficzna (jako grupa topologiczna) z torusem S' x S'. Wykazaé, ze dla
dowolnej nietrywialnej dyskretnej podgrupy A < R? grupa ilorazowa R%/A jest
homeomorficzna z walcem S! x R lub z torusem.

O Z3.10. Skonstruowaé dziatanie wolne grupy Zo na torusie, tak by przestrzen orbit
byta homeomorficzna z butelka Kleina.

7Z3.11. Niech G bedzie podgrupa izometrii plaszczyzny euklidesowej R? generowana
przez przeksztalcenia f(x,y) = (x + 1,y) i g(z,y) = (1 — z,y + 1). Pokazaé, ze
g 'fg = f~! oraz dzialanie G jest wolne a jego przestrzenia orbit jest butelka
Kleina. Wskaza¢ podgrupy H; < Ho < G takie, ze R?/H; jest walcem a R?/H,
jest torusem.
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Przestrzenie rzutowe

O Z3.12. Wykazaé, ze nastepujace definicje (rzeczywistej) n-wymiarowe]j przestrzeni
rzutowej RP(n) sa réwnowazne:
a) przestrzen orbit dzialania grupy multyplikatywnej R* := R\ 0 na przestrzeni
RN 0.
b) przestrzen orbit dzialania Zs := {—1,1} C R* na sferze S™,
c) przestrzen ilorazowa otrzymana z dysku (kuli) D™ przez utozsamienie punktéw
antypodycznych lezacych na sferze.

Z3.13. Skonstruowa¢ zanurzenie RP(n — 1) C RP(n) takie, ze RP(n)/RP(n — 1)
jest homeomorficzna z S™. Udowodnié, ze RP(n) = D™ U, RP(n — 1), gdzie D™ D
Sn=1 2, RP(n — 1) jest przeksztalceniem ilorazowym;

73.14. Znalez¢é homeomorfizmy: S3 = SU(2), RP(1) = S' = U(1) = SO(2),
RP(3) = SO(3).
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4. Algebra drog w przestrzeni topologicznej

Bedziemy bada¢ wlasnosci przestrzeni topologicznej poprzez analize drég w tej
przestrzeni. Poczawszy od tego miejsca jezeli mowimy o przeksztalceniu przestrzeni
topologicznych, to zakladamy, ze przeksztalcenie to jest ciagle.

4.1. Definicja. Droga w w przestrzeni topologicznej X nazywamy przeksztatcenie
w: I — X, gdzie I :=[0,1] jest odcinkiem jednostkowym. Droga w ma poczatek

o(w) 1= w(0) i koniec e(w) := w(1). Dla drogi w definiujemy droge odwrotng w=?!:

w™(t) ;== w(1—t). Zauwaimy, ze o(w™!) = e(w), e(w™!) = o(w) oraz (w1 = w.
Drogq dla ktérej o(w) = e(w) = = nazywa sie drogg zamknietq lub petla zaczepio-
ng w punkcie x. Petlg statq zaczepiong w punkcie x i oznaczang w, nazywa Sie

odwzorowanie stale w,(t) = x, dla kazdego t € 1.

Zbiér wszystkich drég w X oznaczaé bedziemy symbolem P(X). Podzbiér drég o
poczatku w punkcie x € X i koricu w punkcie y € X oznaczaé¢ bedziemy symbolem
P(X;z,y). Mamy wiec P(X) = U yexxx P(X;2,y). W zbiorze P(X) istnieje
naturalne dzialanie - mozna zlozy¢ dwie drogi, z ktérych pierwsza koriczy sie w tym
samym punkcie, w ktérym zaczyna druga.

4.2. Definicja. Sktadaniem drég nazywamy dziatanie:
*: P(X;z,y) x P(X3y,2) — P(X;z,2)

zdefiniowane dla dowolnych punktéow x,y,z € X (niekoniecznie réinych)wzorem

w(2t) jezeli 0 <t <1/2
n(2t —1) jezeli 1/2 <t <1.

wen(® = {

Przyporzadkowanie przestrzeni topologicznej X zbioru drég P(X) wraz z dziala-
niem skladania mozna rozszerzy¢ na przeksztalcenia. Zauwazmy, ze dowolne prze-
ksztalcenie f : X — Y definiuje odwzorowanie zbioréw fy : P(X) — P(Y') pole-
gajace na "przeciaganiu” drég: fy(w) := f ow. Przeciaganie drég przez przek-
sztalcenie zachowuje skladanie — fy(w x 1) = fi(w) * fy(n). Ponadto przypo-
rzadkowanie przeksztalceniu przestrzeni topologicznych odwzorowania odpowied-
nich zbioréw drég spelnia zalezno$é: (go f); = g4 o fy oraz idy = id.

Dziatanie * na zbiorze P(X), cho¢ jest naturalne, niestety nie ma dobrych whasnosci
algebraicznych — nie jest laczne, petle stale nie sg elementami neutralnymi a droga
odwrotna nie jest odwrotnoscia. Sytuacja zmienia sie drastycznie jesli podzielimy
zbiér P(X) przez relacje réwnowaznosci zwang homotopia.

4.3. Definicja. Homotopia miedzy drogami w,n : I — X o tym samym poczatku
o(w) = o(n) = xo i tym samym koricu e(w) = e(n) = x1 nazywamy przeksztatcenie
F:1IxI— X takie, Ze dla kazdego t,s € I

F(t,0) = w(t), F(0,s) = xo,

F(t,1) =n(t), F(1,s) = ;.
Mowimy, ze drogi w in sq homotopijne, co oznaczamy w ~ 1, jezeli istnieje miedzy
nimi homotopia.
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4.4. Definicja. przestrzen topologiczna nazywa sie jednospojna jezeli jest tukowo
spojna oraz dowolne drogi o tym samym poczgtku i tym samym koricu sq homotopi-
jne.

4.5. Przyklady.

a) Dowolne dwie drogi lezace w podzbiorze wypuklym w R” sa homotopijne, a wiec
taki zbiér jest jednospdjny. o
b) Jezeli dwie drogi lezace w podzbiorze otwartym R sa dostatecznie bliskie (w
metryce sup), to sa homotopijne. Q

c¢) Dowolna droga lezaca w podzbiorze otwartym R™ jest homotopijna z lezaca
w tym podzbiorze droga kawalkami liniowa oraz z droga gladka, %

4.6. Stwierdzenie. Homotopia drdg jest relacjq réwnowaznosci w zbiorze P(X).

Dowdd. Pokazemy dla przyktadu, ze relacja homotopii drég jest przechodnia. Jezeli
F' jest homotopia miedzy drogami w i n, za§ H homotopia miedzy drogami n i (.
to latwo sprawdzié, ze przeksztalcenie G : I x I — X zdefiniowane wzorem

F(t,2s), dla s < §
G(t,s) = 1
H(t,2s - 1), dlas> 3.
jest homotopia miedzy drogami w i (. O

Zbiér klas rownowaznosci tej relacji oznaczamy symbolem II(X), a klase ab-
strakcji drogi w symbolem [w]. Zauwazmy, ze dobrze zdefiniowany jest poczatek i
koniec klasy homotopii drog — o([w]) = o(w) i e([w]) = e(w). Podobnie jak poprzed-
nio zbiér klas homotopii dréog o poczatku w punkcie z € X i koncu w punkcie
y € X oznaczamy symbolem 7(X;z,y) i mamy II(X) = U(a;,y)eXxX m(X;x,y).
Zauwazmy, ze relacja homotopii zachowuje skladanie drég;:

4.7. Stwierdzenie. Jezeli w, w' € P(X;x,y), n,n € P(X;y,2) oraz w ~ ' i
ne~n,towxn~w *xn.

Dowdd. Niech F bedzie homotopia miedzy w a 7, za§ H homotopia miedzy w’ a .
Wéwcezas szukana homotopia miedzy odpowiednimi zlozeniami jest dana wzorem

K(t,s) = (F(-,s) « H(-, 5))(t). 0

Mozemy zatem zdefiniowaé sktadanie klas homotopii drég, ktére bedziemy oznaczaé
tym samym symbolem * i ma ono nastepujace wlasnosci.

4.8. Stwierdzenie. W zbiorze I1(X) sktadanie klas homotopii drdg
*:7m( X5z, y) x m1( X5y, 2) — (X2, 2)
zdefiniowane dla dowolnych punktéw x,y,z € X ma nastepujgce wtasnodci:
a) Dla kazdej klasy homotopii drdg [w] € n(X;x,y) zachodzq réwnosci:
[w] * [wy] = [w] [we * [w] = [w],
[w] * [w™!] = [w,] ™ x [w] = [wy].
b) Dia dowolnych [w] € m(X;z,y), [n] € 7(X;y,2), (] € 7(X;z,u) zachodzi
rownosé:

([w] % [n]) + [¢] = [w] = ([n] % [€])-
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Dowéd. a) Udowodnijmy na przyklad, ze [w] x [w™!] = [w,]. Zanim wypiszemy
wz6r na homotopie (a takich mozliwych homotopii jest oczywiscie bardzo wiele)
wyobrazmy sobie jak ona wyglada. Dla s = 0 przebiegamy droge w tam i z
powrotem, zas dla s = 1 "stoimy w miejscu” - zatem jezeli dla dowolnego s do-
jdziemy do punktu w(1 — s) i zawrdcimy, to otrzymamy szukana ciagla rodzine
drég, czyli homotopie. Zapiszemy to wzorem:

w2(l=s)t)dlat <
w2(s—Dt+2(1—s

D=

H(t,s) = {

~—

1
b) Zeby udowodnié¢ tacznosé musimy po prostu zmieni¢ "tempo” przebiegania calej
drogi od z przez y do z. Szukany wzor jest nastepujacy:

w((F)t) dlat < =41

H(t,s) =< n(dt—(s+1))dla =t <¢ < =42

(Gt +22)) dla =22 <t < 1.

4.9. Definicja. Zbior II(X) z dziataniem x sktadania klas homotopii drég nazy-
wamy grupoidem podstawowym przestrzeni X .

Z poprzedniego stwierdzenia wynika, ze dla kazdego punktu x € X, zbiér n(X; x, z)
z dzialaniem * jest grupa — jej elementem neutralnym jest [w,], za$ elementem [w] ™!
odwrotnym do elementu [w] jest element [w™!].

4.10. Definicja. Grupa podstawowa przestrzeni X z wyrdznionym punktem x €
X nazywamy zbior n(X;x,x) klas homotopii petli zaczepionych w punkcie x € X
z dziataniem sktadania petli. Grupe te oznacza sie symbolem m (X, x) lub krdcej
(X, x)

Odpowiemy teraz na narzucajace sie pytanie o zaleznos¢ grupy podstawowej od
wyréznionego punktu.

4.11. Definicja. Niech dane bedq dwie pary punktow xz,y € X oraz u,v € X
(niekoniecznie réznych) i wybierzmy elementy [n] € ©(X;u,z) i [¢] € 7(X;v,y)
reprezentowane przez drogin i ¢ o poczatkach w punktach u i v i koricach w punktach
x 1y odpowiednio. Elementy te definiujq przeksztalcenie :

OIGE m(X;z,y) — 7(X;u,v)

hi, i1 (€) = Il * [ % [¢71].

Wihasnosci przeksztatceni by (¢ sa podsumowane w nastepnym stwierdzeniu:

4.12. Stwierdzenie.
1. Dowolne przeksztatcenie hy,) ¢ jest bijekcja.
2. Przeksztalcenia wyznaczone przez drogi [n], [C], [x], [7], dla ktérych
e([n]) = o([x]) i e([¢]) = o([7]) spetniajq zaleznosé:
hinix(x1.(¢1x1r] = Bix [7] © i) [
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3. Niechz,y,z € X orazu,v,w € X bedq dwiema trdojkami punktow (mekonieczm@l
roznych) i niech [n] € m(X;u,x), [(] € 7(X;v,y), [x] € 7(X;w, z). Nastepujacy
diagram jest przemienny:

Xz, y) x 1(X;y,2) —— 7w(X;z,2)

hn), 11X Pie), 1x) l lh[n],m
T(X;u,v) x 1(X;0,w) —— 7(X;z,w)

Dowdéd.. Dowéd wynika bezposrednio z definicji przeksztalcenia hp, ) oraz ze
stwierdzen 3.7 i 3.8. Na przyklad latwo sie przekonaé, ze przeksztalcenie odwrotne
do hyy 1) dane jest wzorem hp,—1) (c-1)(w) = [ * [w] + [¢]. O

Niech zg € X bedzie ustalonym punktem. Z powyzszych rozwazan wynika, ze dla
przestrzeni tukowo spdjnych grupa podstawowa 71 (X, z¢) oraz punkty przestrzeni
X wyznaczaja juz grupoid II(X). Mamy takze nastepujacy wniosek:

4.13. Wniosek. Klasa homotopii dowolnej drogi [n] € m(X;xz,y) definiuje izomor-
fizm grup
hig = higi 11X, 2) —— m(Xy)  hpy(Ww]) =[] * W] * 7).

przy czym ztoZeniu drdg odpowiada ztozZenie tych izomorfizmow:

hinisic) = hicy © hiy)-
Q

Przyporzadkowanie przestrzeni grupoidu podstawowego mozemy rozszerzy¢ na prze-
ksztalcenia. Zauwazmy, ze jezeli f : X — Y jest przeksztalceniem, to przeciagniecie
fy + P(X) — P(Y) zachowuje relacje homotopii, a wiec definiuje przeksztalcenie
fy + II(X) — II(Y). Ponadto przeksztalcenie f; zachowuje dzialania f;([w] % [n]) =
fe([w]) * fy([n]) wiec bedziemy méwi¢, ze przeksztalcenie f; : II(X) — II(Y) jest
homomorfizmem grupoidéw podstawowych. Homomorfizm indukowany przez identy-
cznosé na przestrzeni X jest identycznoscia na grupoidzie I1(X). Dla przeksztalcenn
f: X —=Yig:Y — Z spelnione sg zaleznosci: (go f)y = g4 o fy oraz idy = id

W szczegblnosci wynika stad, ze przeksztalcenie f : X — Y indukuje ho-
momorfizm grup podstawowych fy : m(X,z) — m (Y, f(z)). Homomorfizm in-
dukowany przez identycznosé¢ jest identycznoscia i dla przeksztalcen f : X — Y
oraz g : Y — Z, zachodzi réwnoé¢ (go f)y =gy o fy : mi(X,z) — m(Z, 9f(x)).

4.14. Wniosek. Jezeli f : X — Y jest homeomorfizmem, to dla dowolnego punktu
reX, fy:m(X,x) — m(Y, f(z)) jest izomorfizmem grup podstawowych. @

Reasumujac, przestrzeni topologicznej i wyréznionemu w niej punktowi przypisalis-
my grupe - grupe podstawowa tej przestrzeni w wybranym punkcie przy czym
¢ dla przestrzeni tukowo spdjnych klasa izomorfizmu grupy podstawowej nie zalezy
od wyboru punktu

& przeksztalcenia przestrzeni definiuja, homomorfizmy grup podstawowych.
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W dalszej czesci wykladu badaé bedziemy ten algebraiczny niezmiennik przestrze-
ni topologicznych. Chcieliby$my wiedzie¢, jakie topologiczne wiasnosci przestrzeni
on wyraza i jak go obliczy¢ dla konkretnych przestrzeni.
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Zadania

Homotopia drég

Q Z4.1. Dowolna droga lezaca w R™ \ 0 o koticach lezacych na sferze S"~1 C R™\ 0
jest homotopijna z droga lezaca na sferze.

O Z4.2. Pokazac, ze dla n > 1 sfera S™ jest jednospdjna.

7.4.3. Niech drogi w, w’ lacza punkty 2o i ;. Udowodnié, ze nastepujace warunki
1

sa réwnowazne: 1) w~w' ;2) wlxw' ~wy 5 3) wx (W)~ wy,.

O Z4.4.Niech F : I x I — X bedzie odwzorowaniem. Zdefiniujmy cztery drogi bedace
obcieciami F' do bokéw kwadratu: w;(t) := F(i,t) oraz n; := F(t,i) dlai = 0, 1.
Wykazaéd, ze wg*x1m1 ~ 1 * w1.

Grupa podstawowa

O Z4.5. Pokazaé, ze przyporzadkowanie ([a], [3]) — ([a x f]) definiuje naturalny ho-
morfizm grup: 71 (X, z) x 71 (Y,y) — m (X X Y, (z,y)). Pokazaé, ze jest on izomor-
fizmem wskazujac homomorfizm odwrotny.

0 Z4.6. Jezeli dla pewnych dwéch punktéw x,y € X lukowo spdjnej przestrzeni X,
kazde dwie drogi o poczatku w punkcie x i koicu w punkcie y sa homotopijne, to
dla kazdego z € X, grupa m (X, z) jest trywialna.

O Z4.7. Jezeli G jest grupa topologiczna, to mnozenie w grupie G zadaje dzialanie gru-
powe w zbiorze 71 (G, e). Udowodnié, ze jest ono identyczne z dzialaniem zadanym
przez skladanie drég i wykazaé, ze grupa 71 (G, e) jest abelowa.

74.8.Udowodni¢, ze w poprzednim zadaniu wystarczy zalozyé¢, ze istnieje
u: GXG — G, ktére jest homotopijnie taczne i e jest homotopijnym (obustronnym)
elementem neutralnym. (przestrzen taka nazywa sie H-przestrzenia.)

0 Z4.9.Niech X bedzie przestrzenia tukowo spdjna. Pokazaé, ze grupa podstawowa
71 (X, z) dziala na zbiorze 7(X; z,y) z lewej strony a grupa 71 (X, y) z prawej strony.
Pokazaé, ze oba dzialania sa wolne i tranzytywne oraz wzajemnie przemienne.

74.10. Udowodnié¢, ze jezeli na zbiorze S dziala z lewej strony grupa G a z prawej
grupa H oraz dzialania te sa wolne, tranzytywne i wzajemnie przemienne, to dowol-
ny element s € S definiuje izomorfizm grup ¢s : G — H. Zastosowaé teze tego
zadania do przykladu z poprzedniego zadania.
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5. Homotopia przeksztatcen i homotopijna réwnowaznos¢
przestrzeni

Rozwazania poprzedniego rozdziatu zakonczyliSmy obserwacja, ze homeomorfizm
przestrzeni indukuje izomorfizm ich grup podstawowych. Mozna podaé, znacznie
stabszy niz istnienie homeomorfizmu, warunek wystarczajacy na to, by dwie prze-
strzenie miaty izomorficzne grupy podstawowe. Warunek ten uscisli geometryczna
intuicje, ze przez ”zgniatanie i rozcigganie” mozna zdeformowaé jedna przestrzen
do drugiej. Zacznijmy od przykladu:

5.1. Przyklad. Pokazemy, ze wlozenie i : S!' < C* indukuje izomorfizm

iy : m(S', 1) — m(C*,1). Dowdd wykorzystuje odwzorowanie F : C* x I — C*
zadane wzorem F'(z,s) = (1 — s)z + slz7| polegajace na ”zgniataniu” plaszczyzny
bez punktu do okregu. Homomorfizm ¢4 jest epimorfizmem, gdyz kazda petla w w
C* zaczepiona w 1 jest homotopijna z lezaca na okregu petla w’, gdzie w'(t) = ‘zgg‘

i szukang homotopig jest H(t,s) = (1 — s)w(t) + s ﬁggl . Podobnie dowodzimy, ze iy

jest monomorfizmem, ”spychajac” przy pomocy F' lezaca w C* homotopie miedzy
petlami na S', do homotopii miedzy tymi petlami ale juz lezacej w S*.

5.2. Definicja. Przeksztalcenia f, g : X — Y nazywajg sie homotopijne wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje przeksztatcenie H : X x I — Y, zwane homotopiq miedzy
f a g takie, Ze dla kaidego x € X, , H(x,0) = f(z) oraz H(x,1) = g(z).

Bedziemy pisaé f ~ g wtedy i tylko wtedy gdy istnieje homotopia od przeksztalcenia
f do przeksztalcenia g. Relacja ~ w zbiorze przeksztalcen z przestrzeni X w prze-
strzen Y jest relacja réwnowaznosci i jej klasy abstrakcji nazywaé bedziemy klasami
homotopii i oznacza¢ symbolem [X,Y].

Geometryczna intuicja pojgcia homotopii jest taka, ze jest ona deformacjg w czasie t od przeksztalcenia f w
momencie t=0 do przeksztalcenia ¢ w momencie t=1. W przyktadzie powyzej mamy do czynienia z deformacjag

identycznosci na C* do retrakcji na okrag.

Poréwnamy teraz homomorfizmy grupoidéw podstawowych indukowane przez prze-
ksztalcenia homotopijne.

5.3. Stwierdzenie. Niech xg,x1 € X oraz f,g : X — Y bedq przeksztatceniami
homotopijnymi. Niech H : X x I — Y bedzie homotopiq od f do g. Okreslmy
drogi w'Y wzorami n(s) := H(xo,s) oraz ((s) := H(x1,s). Wiwczas nastepujacy
diagram homomorfizmow jest przemienny:

7r(X;{B0,£L'1) T 7T(Y§ f(wo% f(wl))

H lh[nl,m

W(X;x(),l'l) T W(Y;g(mO)hg(xl))

Dowdd. Niech [w] € 7(X;xzg,21). Rozpatrzmy przeksztalcenie F' : [ x I — Y,
F = H o (w xidy). Teza wynika z zadania 3.4. O



23

5.4. Definicja. Przeksztalcenie f : X — Y nazywa sie homotopijna réwnowazno-
Scia, jezeli istnieje przeksztatcenie g : Y — X, nazywane homotopijng odwrotnosciq,
takie ze go f ~idx i go f ~idy.

5.5. Definicja. przestrzenie X i Y sq homotopijnie rdwnowazne, co zapisujemy
X =Y, jezeli istnieje przeksztalcenie f : X — Y, ktére jest homotopijng row-
nowaznodciq. przestrzen homotopijnie rownowazing z przestrzeniq jednopunktowq
nazywamy przestrzeniq $ciagalng.

5.6. Przyklad. Kazdy gwiazdzisty podzbiér X C R" jest Sciagalny.

Relacja homotopijnej réwnowaznosci w klasie przestrzeni topologicznych jest
relacja réwnowaznosci i jej klasy abstrakcji nazywamy typami homotopijnymi. Jezeli
méwimy, ze przestrzen X ma typ homotopijny okregu S*, to oznacza to po prostu,
ze przestrzenn X jest homotopijnie rownowazna okregowi. Kazdy homeomorfizm jest
homotopijna réwnowaznoscia, ale dwie przestrzenie homotopijnie rownowazne nie
musza by¢ bynajmniej homeomorficzne.

Zbadamy jakie operacje na przestrzeni topologicznej zachowuja jej typ homotopii.
Zauwazmy nastepujace oczywiste wlasnosci homotopijnych réwnowaznoéci:

5.7. Stwierdzenie. Jesli przeksztatcenia f; : X; — Y;, i = 1,2 sq homotopi-
Jnymi réwnowaznosciami, to ich suma prosta fr][ fo : X1 [[ X2 — Yi][Ya oraz
produkt kartezjariski f1 X fo: X1 X Xo — Y] X Y5 sq takze homotopijnymi réwno-
waznosciams.

7 powyzszego stwierdzenia wynika natychmiast, ze produkt dowolnej liczby prze-
strzeni Sciagalnych jest przestrzenia $ciagalna, a suma roztaczna przestrzeni sciagal-
nych jest homotopijnie rownowazna z przestrzenia dyskretna. Zauwazmy tez, ze jesli
Xy jest przestrzenia Sciagalna, to rzutowanie px, : X; X X9 — X, jest homotopi-
jna réwnowaznoscia. Stwierdzenia, ze przestrzenie homotopijnie rownowazne maja,
izomorficzne grupy podstawowe nie mozna odwrécié. Na marginesie powiedzmy,
ze znalezienie takich niezmiennikéw algebraicznych, ktére rozstrzygalyby, czy prze-
strzenie sa homotopijnie réwnowazne jest niespelnionym marzeniem topologéw al-
gebraicznych.

5.8. Stwierdzenie. Jezeli f : X — Y jest homotopijng rownowaznosciq, to
a) dla dowolnych z,y € X, fy : m(X;z,y) — w(Y; f(x), f(y)) jest bijekcja
b) dla dowolnego punktu x € X, fy : m(X;2) — m (Y5 f(x)) jest izomorfizmem
grup podstawowych.

Dowdd. Niech H : X x I — X bedzie homotopia od g o f do idx. Niech z,y €
X, za$ n(s) = H(x,1 —s) i ((s) = H(y,1 —s). Woéwczas nastepujacy diagram
homomorfizmoéw jest przemienny:

m(X;2,y) —— m(X;9f(2),9f(y))
(gof)s

H lhm,m

m(X;z,y) — m(X;z,y)
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Wynika stad, ze zlozenie (g o f)y = g4 o fy jest bijekcja, a wiec f; jest réznowartos-
ciowe, za$ gy jest "na”. Analogicznie pokazujemy, ze (f o g)y jest bijekcja a zatem
g4 jest réznowartosciowe, za$ fy jest "na”, co konczy dowéd. O

5.9. Wniosek. Grupa podstawowa przestrzeni Sciggalnej jest trywialna, czyli in-
nymi stowy przestrzen sciggalna jest jednospdjna.



25

Homotopia relatywna

Zauwazmy, ze definicja homotopii drég nie jest szczegdlnym przypadkiem ho-
motopii przeksztatcen zdefiniowanych na odcinku, bo zakladamy dodatkowo, ze w
trakcie deformowania drogi jej korice nie poruszaja sie. Rozwazmy sytuacje ogdlna,.

5.10. Definicja. Niech A C X iniech f,g: X — Y bedq takimi przeksztatceniami,
Ze Vaea f(a) = g(a). Przeksztatcenia f i g nazywajq sie homotopijnymi wzgledem
A jedli istnieje homotopia H : X x I — 'Y, Hiy oy = 7, Hy =91 taka, Ze
Vaea,ter H(a,t) = f(a) = g(a).

Jezeli przeksztalcenia f i g sa homotopijne wzgledem A, to oznaczamy to symbolem
f ~grel A. W zbiorze tych przeksztalcen z X w Y, ktére pokrywaja sie na zbiorze
A, relacja homotopii wzgledem A jest relacja rownowaznosci.

Homotopie drég w Y otrzymujemy rozpatrujac homotopie przeksztalcert z odcinka
I wzgledem {0,1} C I. Inny wazny przypadek,w ktérym rozpatruje sie homotopie
wzgledem podzbioru, to homotopie przeksztalcen zachowujace wyrézniony punkt.
Dla dwdch przestrzeni z wyréznionymi punktami (X, o) i (Y, yo) bedziemy oznaczaé
symbolem [(X, z¢), (Y, yo)]« zbiér klas homotopii rel{zo} przeksztalcein f: X — Y
takich, ze f(zo) = yo. Niekiedy, gdy wiadomo jakie punkty sa wyréznione, bedziemy
pisa¢ krécej [ X, Y]..

Petle jako odwzorowania zdefiniowane na okregu

Czasem bywa wygodniejsze interpretowanie petli w : I — X zaczepionych w
punkcie xy jako odwzorowan zdefiniowanych na okregu S'. Przez S' bedziemy
zawsze oznaczaC podprzestrzen plaszczyzny zespolonej C sktadajaca sie z liczb o
module 1. Istnieje bardzo wazne odwzorowanie exp : R — S! dane wzorem
exp(t) := €2, Jego obcigcie do odcinka I zadaje homeomorfizm I/{0,1} = St

5.11. Stwierdzenie. Odwzorowanie exp: I — S' zadaje bijekcje
e: P(X,z0,m0) 2 {f:S" — X : f(1) =z},
zachowujacq relacje homotopii, a wiec zadage takze bijekcje € : w1 (X, xo) =~ [S1, X]..

Opiszemy bezposrednio dziatanie grupowe w zbiorze [S!, X],. W tym celu przy-
pomnijmy (zad.1.6), ze bukiet STV St = {(21,22) € St x St : 2y = 1 lub 25 = 1}.
Zdefiniujemy komnozenie v : S* — S v S! wzorem

( ) L { (227 ]-) Jezeh Im(z) 2 07
T (1,22) jezeli Im(z) < 0.

Dla dwéch przeksztatcen f, g : (S',1) — (X, z0) definiujemy f *g := (f V g) ov.
Oczywiscie (f * g) o exp = (f o exp) x (g o exp), gdzie gwiazdka po prawej stronie
oznacza zlozenie drég, a wiec opisane ”mnozenie” przeksztalceri okreslonych na S*
odpowiada wczesniej opisanemu skladaniu petli.
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Zadania

Homotopijna réwnowaznosc¢

0 Z5.1.Niech A C X bedzie podzbiorem $ciggalnym, oraz ag € A. Czy wlozenie
X\ A— X\ {ap} jest homotopijng réwnowaznoscia?

O Z5.2. Sklasyfikowa¢ drukowane litery alfabetu lacinskiego, traktowane jako pod-
przestrzenie plaszczyzny, wedlug typu topologicznego (homeomorfizmu)i typu ho-
motopii.

Q Z5.3. Wykazaé, ze przestrzenie otrzymane ze sfery S2, torusa plaszczyzny rzutowej,
butelki Kleina przez usuniecie n > 0 punktow sa homotopijnie réwnowazne z buki-
etami okregéw (ilu?)

Z5.4. Udowodnié, ze przestrzen X := R3\ {L; U---U L,}, gdzie L; sa prostymi
parami nie przecinajacymi sie, jest homotopijnie réwnowazna z bukietem okregdéw
(ilu?). Uogdlni¢ to zadanie na przestrzenie powstale z przestrzeni kartezjarskich
przez wyjecie nie przecinajacych sie podprzestrzeni liniowych.

75.5. Udowodnié, ze dowolne dwa odwzorowanie f,g: X — U C R" o wartosciach
w otwartym podzbiorze R", ktore sa dostatecznie bliskie sa homotopijne. Zauwazy¢,
ze otwarty podzbiér mozna zastapié¢ przez sfere lub ogdlniej dowolny podzbiér A C
R™, ktéry jest retraktem pewnego swojego otoczenia.

7.5.6. Odwzorowanie f : (S',1) — (X,o) jest homotopijne z przeksztalceniem
statym wtedy i tylko wtedy gdy rozszerza sie na dysk D? := {z € C : |z| < 1} tzn.
istnieje f : D? — X takie, ze f|S = f.

0 Z5.7.Niech f: X — S™ beda dowolnymi odwzorowaniami takimi, ze dla kazdego
x € X zachodzi f(x) # —g(x). Wykazaé, ze f i g sa homotopijne. Wywniosko-
wacl, ze kazde przeksztalcenie f: X — S, ktére nie jest "na” jest homotopijne z
przeksztalceniem statym.

Grupoid podstawowy i grupa podstawowa

O 75.8. Wykazaé, ze przestrzen X jest jednospdjna wtedy i tylko wtedy gdy jest
tukowo spéjna oraz dla pewnego punktu xg € X zachodzi 7 (X, z9) =0

0 Z5.9.Niech X bedzie przestrzenia tukowo spdjna. Zalézmy, ze dla dowolnej petli
w zaczepionej w punkcie rg € X izomorfizm ®p,: 7 (X, 20) — 71 (X, 20) jest
identycznoscia. Wykazaé, ze:

a) m1 (X, zp) jest grupa abelowa;
b) Dla dowolnego punktu z; € X oraz dowolnej petli w o poczatku i konicu w
punkcie z; izomorfizm hp: 71 (X, 21) — 71 (X, 21) jest takze identycznoscia;

O Z5.10. Udowodnié, ze jezeli f,g : X — Y sa dwoma homotopijnymi przeksztatce-
niami takimi, ze f(x¢) = g(xo) = yo oraz grupa (Y, yo) jest abelowa to f; = g4 :
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m (X, 20) — m1 (Y, 90)-

Uwaga: Nie zakladamy, Ze rozpatrywane przeksztalcenia sa homotopijne wzgledem {zg}.

Q Z5.11. Udowodnié¢, ze jezeli przeksztalcenie o : S — X, a(1) = zg jest homotopi-
jne z przeksztalceniem stalym w punkt zg, to [a] =0 w 71 (X, z9).
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6. Pary Borsuka

Wykazanie, ze dwie przestrzenie X i Y sa homotopijnie rownowazne jest na
0g6t zadaniem nielatwym i czesto odbywa sie etapami, to znaczy polega na skon-
struowaniu ciggu przestrzeni i odwzorowan X ol Z1 =, Zs... = Y, o ktérych
tatwo pokazaé, ze sa homotopijnymi réwnowaznosciami. Oczywistymi kandydatami
na takie homotopijne réwnowaznosci sa przeksztalcenia polegajace na zgnieceniu
do punktu pewnego $ciagalnego podzbioru lub wklejeniu $ciagalnego podzbioru.
Rozwazania tego rozdzialu pozwola miedzy innymi na sformutowanie warunkéw
wystarczajacych na to, by zgniecenie Sciaggalnego podzbioru lub wklejenie $ciggal-
nego podzbioru nie zmienialo typu homotopii.

Zaczniemy od przypomnienia pojecia retrakcji.

6.1. Definicja. Niech A C X i niech iy : A — X bedzie wloZeniem.
a) Przeksztatcenie r : X — A nazywa sie retrakcja, jezelir oig = idy.
b) Retrakcja r : X — A nazywa sie retrakcja deformacyjna, jezeli ztoZenie iz or
jest homotopijne z idx. Podzbior A C X nazywa sie retraktem deformacyjnym
jesli istnieje retrakcja deformacyjna r: X — A.
c)Retrakcja v : X — A nazywa sie silna retrakcja deformacyjna, jezeli ztozenie
ia o1 jest homotopijne z idx wzgledem A. Podzbior A C X nazywa sie silnym
retraktem deformacyjnym jesli istnieje silna retrakcja deformacyjna r: X — A.

6.2. Uwaga. Jezeli A C X jest retraktem deformacyjnym, to wlozenieig : A — X
jest homotopijna réwnowaznoscia,. Q

6.3. Przyklad. Podzbiéri: St — C*\ {0} jest silnym retraktem deformacyjnym.

6.4. Stwierdzenie. Jesli A C X jest silnym retraktem deformacyjnym, to dla
dowolnego przeksztatcenia f : A — Y wloZenie Y C X Uy Y tez jest silnym re-
traktem deformacyjnym.

Dowdd. Niech r : X — A bedzie retrakcja, zas H : X x I — X bedzie homotopia,
o ktérej mowa w definicji silnego retraktu deformacyjnego. Niech 7: X Uy Y — Y
bedzie zdefiniowane wzorem 7([z]) = [r(z)] dla x € X i 7#([y]) = [y] dlay € Y.
Zdefiniujemy nowa homotopie H : (X Uy Y) x I — X Uy Y wzorem : H(z,t) =
H(z,t) dla x € X i H(y,t) = y dla punktéw y € Y i dowolnego ¢t € I. Latwo
sprawdzi¢, ze T jest dobrze zdefiniowana, retrakcja za$ H dobrze zdefiniowana homo-

topia, ktéra ma wiasnoéci wymienione w definicji silnego retraktu deformacyjnego.
O

Przejdziemy teraz do badania typu homotopii waznej konstrukcji tworzenia nowych
przestrzeni, opisanej w definicji 1.15, jaka jest przyklejanie przestrzeni wzdhuz pod-
przestrzeni . Nasuwa si¢ pytanie czy typ homotopii przestrzeni X Uy Y, gdzie
f:A—Y, AC X zalezy od klasy homotopii przeksztalcenia f. Zauwazmy, ze
rozwazania te jako szczegdlny przypadek dotycza pytania, kiedy zgniecenie pod-
przestrzeni do punktu lub wklejenie podzbioru nie zmienia typu homotopii.
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6.5. Definicja. Wiozenie A C X nazywa sie para Borsuka [ub korozwitoknieniem
jezeli ma nastepujgcq wtasnosé przedtuzania homotopii: dla dowolnej przestrzeni
Y, dla dowolnego przeksztatcenia f : X — Y i dowolnej homotopii H : Ax 1 —Y,
d~la ktorej H, o, = J14 istnieje taka homotopia H : X x I —Y, Ze Hi oy = fi
H,. =H.

Innymi stowy istnieje przeksztatcenie H, dla ktérego ponizszy diagram jest prze-
mien-ny.

Ax{0} —— AxI 2y

l ! |

Xx{0} —— XxxI -2y

Oczywiscie jezeli f: X — Y jest homeomorfizmem i f(A) = B, to jesli A C X jest
para Borsuka, to takze B C Y jest para Borsuka.

6.6. Stwierdzenie. Jezeli para A C X jest parq Borsuka, to podprzestrzen
A x TUX x {0} jest retraktem X x I. v

6.7. Wniosek. Jezeli X jest przestrzeniq Hausdorffa i A C X jest parq Borsuka
to A C X jest podzbiorem domknietym. %

Pare Borsuka A C X, w ktérej A jest podzbiorem domknietym bedziemy nazywaé
zamknieta para Borsuka. Z powyzszego wniosku wynika, ze zalozenie to mozemy
przyjmowaé bez istotnej straty ogdlnosci naszych rozwazan. Dla zamknietych par
Borsuka tatwo widaé¢, ze warunek konieczny sformutowany w stwierdzeniu 5.5 jest
takze dostateczny.

6.8. Stwierdzenie. Jezeli A C X jest podzbiorem domknietym i A x T U X x {0}
jest retraktem X x I, to A C X jest parqg Borsuka. @

Powyzsze stwierdzenie jest prawdziwe takze bez zatozenia domknietosci A C X,
ale dowdd jest duzo trudniejszy (Strem [1]).

6.9. Przyklad. Niech 0I™ oznacza brzeg kostki I™ C R™. Wlozenie 0I™ C I"
jest para Borsuka. Podobnie jesli zamiast caltego brzegu rozpatrzymy sume tylko
niektorych jego écian. Ogolniej, wlozenie podwieloscianu w wielodcian jest para
Borsuka.

6.10. Stwierdzenie. Jezeli A C X jest zamknietq parq Borsuka, zas f : A — Y
jest dowolnym przeksztatceniem, toY C X Uy Y jest zamknietq parg Borsuka.

Dowdd.. Niech r = (r1,72) : X x I — A x I UX x {0} bedzie retrakcja. Niech
f'+ X — X Us Y bedzie kanonicznym odwzorowaniem. 7 zalozenia o domknietosci
A wynika, ze Y jest domknietym podzbiorem Y C X Uy Y, wiec przeksztalcenie
(X Up Yy x T — (Y x I)U (X Uy Yy x {0} zadane wzorem:

r'([z],t) = ([f'r1(2)],m2(z)) dlaze X

T/([y]vt) - ([y]at) dlayeY
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jest ciagte i jest retrakcja. O

Zauwazmy, ze dla par Borsuka mozemy odwrdécié¢ stwierdzenie sformutowane w
Uwadze 5.2.

6.11. Uwaga. Jezeli A C X jest para Borsuka i wlozenie ig : A — X jest
homotopijng réwnowazno$cia, to podprzestrzen A jest retraktem deformacyjnym
przestrzeni X. %

Dowéd tej uwagi pozostawiamy go czytelnikom jako tatwe zadanie. Okazuje sie
jednak, ze dla zamknietych par Borsuka mozna udowodnié¢ stwierdzenie o wiele
silniejsze:

6.12. Twierdzenie. Jesli A C X jest zamknietq parg Borsuka i A C X jest re-
traktem deformacyjnym, to A C X jest silnym retraktem deformacyjnym.

Przystapimy do udowodnienia, ze przy pewnych zalozeniach typ homotopijny
przestrzeni powstajacej przez przyklejenie zalezy tylko od klasy homotopii przek-
sztalcenia doklejajacego. Zaczniemy od przypadku zgniatania podzbioru do punktu.
Wynika on wprawdzie z przypadku ogdlnego, ale zamieszczamy jego dowdd, gdyz
jest prostszy i stanowi dobre wprowadzenie do dowodu nastepnego twierdzenia.

6.13. Stwierdzenie. Jesli A C X jest zamknietq parq Borsuka oraz przestrzern A
jest Sciqgalna, to projekcja qa : X — X/A jest homotopijnag réwnowaznosciq.

Dowéd. Trzeba skonstruowaé¢ odwzorowanie homotopijnie odwrotne do g4. Niech
H : AxI — A bedzie homotopia miedzy identycznoscia a odwzorowaniem staltym w
ap € A. Rozszerzmy ja do odwzorowania H' : AxIUX x{0} — X ktadac H'(z,0) =
x. Poniewaz A C X jest para Borsuka, to istnieje rozszerzenie H' : XxI — X, takie
ze fI’(x,O) =z, Vaea ﬁ’(a, 1) = ag, VaecaVier fl/(aﬂf) € A. Przeksztalcenie
H'(—,1) : X — X definiuje homotopijna odwrotnosé f : X/A — X zadana wzorem
f([z]) := H(x,1)". Z definicji H' jest homotopia miedzy idx a zlozeniem f o q4.
Zauwazmy, ze przeksztalcenie H :XxI — X wyznacza przeksztalcenie ciggte
H : X/Ax1 — X/A dane wzorem H([z],t) = H'(x,t), ktére jest homotopia,
miedzy idx,4 a zlozeniem g o f. (|

W celu udowodnienia przypadku ogdlnego wykazemy wpierw prawdziwosé nas-
tepujacego lematu.

6.14. Lemat. Jezeli A C X jest zamknietq parq Borsuka, to X x{0}UAXI C X xI
jest silnym retraktem deformacyjnym.

Dowdd. Niech r : X x I — X x {0} UA x I, r(z,t) = (r1(z,t),r2(z,t)) bedzie
retrakcja. Zdefiniujmy G : X x I x [ — X x I wzorem:

G((l‘a t): S) = (7"1({];, (1 - S)t)v (1 - 5)7’2(95,75) + tS)
Latwo wida¢, ze G jest homotopia pomiedzy id a retrakcja r i ponadto dla z € A i
dowolnego s € I, G((z,t),s) = (x, (1 — s)t + ts) = (z,1). O
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6.15. Twierdzenie. Jezeli A C X jest zamknietq parq Borsuka oraz przeksztal-
cenia fo, f1 : A —Y sq homotopijne, to przestrzenie X Uy Y oraz X Uy, Y, sq
homotopijnie réwnowazne wzgledem przestrzeni Y .
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Dowdd. Niech F : A x I — Y bedzie homotopia miedzy fo i fi. Wykazemy, ze
oba wlozenia X Uy, Y C (X x I)Up Y dla k = 0,1 sa retraktami deformacyjnymi.
Ze wzgledu na symetrie wystarczy ograniczy¢ sie do k = 0. Zauwazmy oczywisty
homeomorfizm, wynikajacy z definicji doklejania:
XUp Y =(X x{0JUAXIT)UpY C (X xI)UpY.

Niech 7 : X x I — X x {0} U A x I bedzie silna retrakcja deformacyjna zas
G homotopia definiujaca silng deformacje. Retrakcje r rozszerzamy do retrakcji
ro : (X xI)UpY — X Ug Y kladac identycznosé na przestrzeni Y. Poniewaz
homotopia G jest stala na X x {0} U A x I, to rozszerza sie w oczywisty sposéb do
homotopii G kladac identycznoéé na przestrzeni Y. O

6.16. Wniosek. Jesli A C X jest zamknietq parq Borsuka a odwzorowanie
f+ A — Y jest homotopijne ze statym w punkt yo, to przestrzern X Uy Y jest
homotopijnie réwnowazna bukietowi (X/A) VY. v

6.17. Definicja. Stozkiem nad przestrzeniq A nazywamy przestrzer ilorazowgq
AxI/Ax{1}. Niechi: A — c(A) bedzie wloZeniem zadanym wzorem i(a) = [(a,0)].

6.18. Przyklad. Stozek nad sfera S™ jest homeomorficzny z dyskiem (kulg) D" *1.
6.19. Stwierdzenie. Stozek nad dowolna przestrzeniq A jest Sciqgalny.

Dowéd.. Homotopia H : ¢(A) x I — c(A) miedzy id.(4) a odwzorowaniem statym
jest dana wzorem H ([a, s],t) := [a, (1 —t)s + t]. O

Ze stwierdzenia 5.10 wynika, ze jezeli A C X jest zamknieta para Borsuka, to
wlozenie ¢(A) C X U; ¢(A) jest takze para Borsuka. Ponizszy wniosek pokazuje, ze
(przy pewnych zalozeniach) zgniecenie podprzestrzeni do punktu mozna nie zmieni-
ajac typu homotopii zastapi¢ doklejeniem nad ta podprzestrzenia stozka.

6.20. Stwierdzenie. Jesli A C X jest zamknietq parqg Borsuka, to istnieje homo-

topijna réwnowainosé X U c(A) —— X/A.

Dowdd. Skoro A C X jest zamknicta para Borsuka, to takze ¢(A) C X U c(A)
jest zamknieta para Borsuka, a zatem rzutowanie X U c(A) — X Uc(A)/c(A) jest
homotopijna réwnowaznoscia. Wlozenie X C X U ¢(A) definiuje homeomorfizm

X/A =X Uc(A)/c(A). O
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Zadania

Pary Borsuka

Z6.1.Niech i : A — X bedzie wlozeniem, niech Z; = X U,;, (A x I), gdzie iy :
Ax {0} = A %, X. Niech j : Z; — X x I bedzie odwzorowaniem ciaglym
zadanym przez i X id : A x I — X x [ oraz X x {0} — X x I. Pokazaé, ze
A C X jest para Borsuka wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje r : X x I — Z;, takie
ze roj = idy,. Pokazaé, ze jezeli A C X jest domkniety, to j : Z; — j(Z;) jest
homeomorfizmem.

7.6.2. Wykazaé, ze jesli A C X jest zamknieta para Borsuka, to dla dowolnej prze-
strzeni Y wlozenie A x Y C X X Y jest para Borsuka.

76.3. Wykazaé, ze jesli X = AU B gdzie A, B sa podzbiorami domknietymi oraz
AN B C A jest para Borsuka, to wlozenie A C X jest para Borsuka.

7.6.4. Wykazaé, ze wlozenie punktu w dowolny podzbiér otwarty R™ jest para Bor-
suka.

© Z6.5. Udowodnié, ze jezeli A C X jest podzbiorem domknietym, to wlozenie A C X
jest para, Borsuka wtedy i tylko wtedy, gdy A jest silnym retraktem deformacyjnym
pewnego swojego otoczenia otwartego U oraz istnieje funkcja ¢ : X — [0, 1], taka
ze o (1) =Ai X\U C ¢~ 1(0). (Przypomnijmy, ze jezeli X jest przestrzenia me-
tryczna, to funkcja ¢ o zadanych wlasnosciach istnieje dla dowolnego domknietego
podzbioru A i jego dowolnego otwartego otoczenia U.)

* 7,6.6. Udowodnié¢ Twierdzenie 5.12: Jezeli A C X jest zamknieta para Borsukai A C
X jest retraktem deformacyjnym, to A C X jest silnym retraktem deformacyjnym.
(Wskazéwka:postuzy¢ sie nastepujacym lematem(Postnikow [1], str. 95-96):

Lemat. Jezeli A C X jest zamknietq parq Borsuka, to X x {0} UAXxTUX x {1} C
X X I jest takze parq Borsuka.)

Doklejanie i homotopijna réwnowaznosc

76.7.Podaé¢ przyklad wlozenia A — X, ktére jest homotopijng réwnowaznoscia, i
takiego, ze A nie jest retraktem deformacyjnym X.

7.6.8. Poda¢ przykltad retraktu, ktéry nie jest retraktem deformacyjnym. Podaé
przyklad retraktu deformacyjnego, ktéry nie jest silnym retraktem deformacyjnym.

0 Z6.9. Udowodni¢ stwierdzenie zawarte w uwadze 5.11, to jest pokazaé, ze jezeli
A C X jest para Borsuka i wlozenie ¢ : A — X jest homotopijna réwnowaznoscia,
to A jest retraktem deformacyjnym X.
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Definicja. Niech f : X — Y. Cylindrem przeksztalcenia f nazywamy przestrzen
Cyl(f) = (X x I)U; Y, gdzie X x I > X x {0} L v

Z6.10. Pokazaé, ze dla dowolnego przeksztalcenia f : X — Y, wlozenie Y — Cyl(f)
jest homotopijna réwnowaznoscia,.

7.6.11. Pokazaé, ze przeksztatcenie f : X — Y jest homotopijng réwnowaznoscia
wtedy i tylko wtedy, gdy X = X x {1} C Cyl(f) jest retraktem deformacyjnym.

Z6.12.Niech X i Y beda przestrzeniami tukowo spdjnymi. Niech {zo} € X bedzie
punktem wyréznionym takim, ze {z¢} C X jest para Borsuka. Niech {yo} € Y
bedzie punktem wyréznionym. Pokazaé, ze dla kazdego przeksztalcenia f: X — Y
istnieje homotopijne z nim przeksztalcenie g : X — Y, dla ktérego g(xo) = yo.

7.6.13. Pokaza¢, ze: ST x S1/S' x {so} = S? Vv S! oraz S x D?/S1 x S' =~ S3 v §2

7.6.14. Wykazaé, ze S™/SF ~ S v Sk+1,
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7. Przeksztatcenia nakrywajace

Przeksztalcenia nakrywajace (zwane tez nakryciami) to przeksztalcenia ciagte o
szczegolnie prostej strukturze lokalnej. Okazuje sie, ze istnieje bliski zwiazek miedzy
nakryciami danej przestrzeni a jej wlasnosciami homotopijnymi, w szczegdlnosci
algebra drég opisanych w poprzednich rozdzialach.

7.1. Definicja. Niech F bedzie niepustq przestrzeniq dyskretng, a X dowolng prze-
strzeniq topologiczng.
a) Rzutowanie py : X x F'— X. nazywamy nakryciem produktowym nad X z
wtoknem F.
b)Przeksztatcenie p : X — X nazywa sie nakryciem trywialnym nad X z wtéknem
F jezeli istnieje homeomorfizm h : X — X x F taki, ze p = p; o h.

X I xxF
P\ N
X

c¢)Przeksztatcenie p X — X nazywa sie nakryciem nad X jeZeli dla kazZdego
punktu x € X istnieje otoczenie U, > x takie, ze p : p~1(U,) — U, jest
nakryciem trywialnym (z pewnym witdknem dyskretnym F,. )
Wtéknem nakrycia p : X — X nad punktem x € X nazywamy zbiér p~1(x), zas
krotnoscig nakrycia w punkcie x € X nazywamy moc wtékna nad x. Przestrzer X
nazywamy przestrzeniq nakrycia.

Zbiér otwarty U C X speliajacy warunek c¢) powyzszej definicji nazywamy prawi-
dlowo nakrytym.

7 definicji wynika natychmiast, ze nakrycie jest przeksztalceniem ”"na” oraz jest
lokalnym homeomorfizmem, a wiec w szczegdlnosci przeksztalceniem otwartym.

7.2. Uwaga. Jezeli przeksztalcenie p : X — X jest nakryciem nad spéjna prze-
strzenia X, to widékna nad dowolnymi dwoma punktami przestrzeni X sa homeomor-
ficzne, a zatem homeomorficzne z pewna, ustalona przestrzenia dyskretna F', ktéra
nazywamy wtoknem nakrycia. Moc przestrzeni F' nazywamy krotnoscia nakrycia.
Nakrycie, ktorego widkno jest zbiorem skonczonym nazywamy nakryciem skonczo-
nym.

Dowdéd:. Niech zg € X bedzie ustalonym punktem. Z definicji nakrycia latwo

widaé, ze zbiér {z € X: p~1(z) 2 p~!(x)} jest otwarty i jego uzupehienie tez jest
otwarte. O

7.3. Stwierdzenie. Przeksztalcenie p : X =X jest nakryciem trywialnym wtedy
1 tylko wtedy gdy istniejq parami roztaczne podzbiory otwarte U; C X takie, Ze
X = ;e Ui oraz P Ui — X jest homeomorfizmem. @

Zauwazmy, ze jezeli X jest przestrzenia spéjna, to zbiory U; sa wyznaczone
jednoznacznie, bo sg one spéjnymi skladowymi przestrzeni X.
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Morfizmy nakry¢

7.4. Definicja. Morfizmem nakrycia p1 : X1 — X1 w nakrycie py : Xo — Xo
nazywamy pare przeksztatcen f: X1 — Xo 1 f X1 — X2 takie, zZe po o f fopy,
to znaczy przemienny jest diagram:

X]#}ZQ

a |7

Xl#XQ

Jezeli rozpatrujemy nakrycia nad ustalong przestrzeniq X, to morfizmem nakrycia
Xy — X~w nakrycie py : Xo — X nazywamy przeksztatcenie f : X1 — Xo, dla
ktorych ps o f = p1,, to znaczy takich, zZe przemienny jest diagram:

Xl —f——> XQ
p1 \ /PQ
X

Zbior morfizmow nakrycia py X, — X w nakrycie py : X, — X oznaczamy
symbolem Covx (Xl, Xz)

Identycznosé oraz zlozenie morfizméw nakryé sa oczywiscie morfizmem nakryé.
Izomorfizmem nakryc nazywanyy morfizm, ktéry posiada morfizm odwrotny. Oczy-
wigcie morfizm f : X; — X5 nakry¢ nad X jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy,
gdy f jest homeomorfizmem.

7.5. Stwierdzenie. Jezeli p; : X; — X, i = 1,2 sq nakryciami trywialnymi z
wltoknami Fy, Fy odpowiednio, to istnieje bijekcja zbioru morfizmow Covx (f(l,f(g)
w zbior odwzorowan ciqgtych X — map (F1, Fy), gdzie map (Fy, Fy) oznacza prze-
strzen dyskretng odwzorowan z Fy w Fy.

Dowéd:. Jezeli X; s nakryciami produktowymi, to f(z,a) = (z,h(z,a)), gdzie
h : X x F; — F5 jest odwzorowaniem ciaglym, ktore jednoznacznie wyznacza
ciagle przeksztalcenie h : X — map (Fy, Fy), h(z)(a) = h(z,a). Teza dla nakryé
trywialnych jest juz natychmiastowa. (|

7.6. Wniosek. Jezeli p; : X; — X, i = 1,2 sq nakryciami trywialnymi, przek-
sztalcenie f : X1 — Xo ich morfizmem, ktéry jest surjekcja, to f jest nakryciem.

Dowéd:. Wystarczy udowodnié teze dla nakryé produktowych. Niech (x,b) €
X x Fy. Niech zgodnie z teza stwierdzenia morfizmowi f odpowiada ciagle przek-
sztalcenie h : X — map (Fy, F). Oznaczmy h(z) = ¢. Przestrzen map (Fy, F»)
jest dyskretna, wiec U = h~'(p) x {b} jest otwartym otoczeniem (z,b) w Xy i
FHU) = U x o7 (0). o
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Zauwazmy, ze jezeli przestrzenn X jest spéjna, to h : X — map (F}, Fy) jest
przeksztalceniem stalym i morfizm nakry¢ jest nakryciem trywialnym na kazdej
sktadowej spdjnej przestrzeni Xs.

7.7. Stwierdzenie. Jezeli f € COVX(Xl,Xg) jest morfizmem nakryé i jest sur-
jekcja, to f : X1 — Xo jest nakryciem. Jezeli przestrzen nakrycia Xo jest spdjna,
to kazdy morfizm nakryé jest surjekcjq.

Dowdéd:. Niech & € X, iniech U C X bedzie otoczeniem punktu po(z) prawidtowo
nakrytym przez p; i przez py. Wéwezas f : pyH(U) — p, (U) jest morfizmem
nakry¢ trywialnych i teza wynika z poprzedniego wniosku.

7.8. Wniosek. Morfizm dowolnych nakryé nad tq samaq przestrzeniq jest izomor-
fizmem wtedy i tylko wtedy gdy jest bijekcjq na kazdym wtoknie.

Podamy teraz bardzo wazne przyklady nakryé¢, zwiazane z teoria funkcji anali-
tycznych, ktére beda stuzylty do konstrukeji wielu nastepnych waznych przykladéw.

7.9. Przyklad. Dla dowolnej liczby catkowitej n # 0 rozpatrzmy odwzorowanie
pn : C* — C* dane wzorem p,(z) = z2". Zbiorami otwartymi nad ktérymi p,,
jest nakryciem trywialnym sa: U; = {z € C*: Im(z) # 0 lub Re(z) < 0} oraz
Uy = {z € C*: Im(z) # 0 lub Re(z) > 0}. Krotnos¢ nakrycia p, jest réwna
|n|. Nakrycia p,, nie sa trywialne, bowiem Przestrzen nakrywajaca C* jest spdjna.
Zauwazmy, ze nakrycia p,, oraz p_,, sa izomorficzne, a izomorfizm jest zadany przez
odwzorowanie f(z) = z~!. Zauwazmy takze, ze dla dowolonych n,m € Z, p,op,, =
Pnm. Wynika z tego, ze dla k|n istnieje morfizm nakrycia p,, w nakrycie py.

7.10. Przyklad. Odwzorowanie wyktadnicze p : C — C*, p(z) = exp(z) jest
nakryciem. Podobnie jak poprzednio przeksztalcenie p jest trywialne nad zbio-
rami U;, ¢ = 1,2 opisanymi w poprzednim przyktadzie. Krotnosé¢ nakrycia p jest
przeliczalna.

Nakrycia pochodzace od dziatan grup

Niech grupa dyskretna G dziala z prawej strony na przestrzeni topologicznej Y.
Nastepujacy warunek zapewnia, ze rzutowanie na przestrzen orbit ¢ : ¥ — Y/G
jest nakryciem.

7.11. Definicja. Mowimy, Ze dzialanie grupy dyskretnej G na przestrzeni topolo-
gicznej Y jest whasciwie dyskretne jezeli
vyey Eany Vg?ge Un Ug = @
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7.12. Stwierdzenie. Jezeli dziatanie grupy dyskretnej G na przestrzeni topolo-
gicznej Y jest wlasciwie dyskretne, to
a) rzutowanie na przestrzen orbit q 1Y — Y/G jest nakryciem

b) dla dowolnej podgrupy H C G odwzorowanie ilorazowe q : Y/H — Y /G jest
nakryciem.

7.13. Uwaga. Jezeli grupa G jest skonczona, to dzialanie jest wlasciwie dyskretne
wtedy i tylko wtedy, gdy jest wolne.

7.14. Przyklad. Rozpatrzmy dzialanie grupy Zs = {1,t} na sferze S* C R"*!,
t(z1,...,2n) = (—21,...,—xyn). Przestrzenn S™/Zy nazywamy n-wymiarowa przes-
trzenia rzutowsa i oznaczamy symbolem RP". Mamy wiec dwukrotne nakrycie p :
S™ — RP".

Konstrukcje nakry¢

Opiszemy teraz kilka konstrukcji, pozwalajacych z danych nakryé¢ konstruowadé
nowe.

Suma roztaczna i iloczyn kartezjariski. Niech p : X; — X;, i = 1,2 beda dwoma
nakryciami. Wtedy suma rozlaczna odwzorowan p; [[p2 @ X1 [[ X2 — X1 ][ Xo
oraz ich iloczyn kartezjanski p; x ps : X1 X Xo — X7 X X5 sg tez nakryciami.

Obcinanie nakry¢. Niech p : X — X bedzie nakryciem oraz Y C X dowolna podprze-
strzenia. Wowcezas obciecie py,,. : p 1Y) — Y jest tez nakryciem. Zauwazmy, ze
jezeli f : X; — X, jest morfizmem nakryé¢ nad X, to definuje on morfizm tych
nakry¢ po obcieciu do dowolnego podzbioru Y C X.

Sklejanie nakryé. Niech X = U; U Uy bedzie suma, podzbioréw otwartych i niech
nad kazdym z nich bedzie dane nakrycie p; : U; — U, i = 1,2, za$ nad ich czedcia
wsp6lna U; N U niech bedzie zadany izomorfizm obcie¢ tych nakryé
h : pyH (UL N U) — py ' (U NU,). Wtedy przeksztatcenie p @ X; Up Xy — X
dane wzorem p(Z;) = p;(%;) dla z; € U, jest nakryciem.

Nakrycia nad bukietem przestrzeni. Nakrycie nad bukietem X; V Xo, X1 NXy = {z¢}
mozna skleié¢ jak wyzej z nakryé p; : X; — X;, i = 1,2. Wtedy izomorfizm h jest
po prostu bijekcja widkien h : py (o) — py (o).

Produkt widknisty i przeciaganie nakry¢. Uogdlnimy konstrukcje obcinania nakrycia
opisang w powyzej.

7.15. Definicja. Niech f:Y — X ip: Z — X beda dowolnymi przeksztalcenia-
mi. Produktem widknistym przeksztalcerr f i p nazywamy przestrzen

*Z =A{(y,2) € Y xZ: f(y) = p(2)} wraz z odwzorowaniami p’' : f*Z — Y,
P (y,z) :=y oraz ' : f*Z — Z, f'(y,z) := z. Odwzorowania te wpisujg sie w
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przemienny diagram.:

7z _Ir
4l I
Y L) X

7.16. Uwaga. Latwo sprawdzi¢, ze p'~ {yo} = {yo} x p~'(f(v0)) = p~* (f(v0))-

Uwaga. Produkt widknisty jest takze oznaczany symbolem Y xx Z. Produkt
wloknisty ma nastepujaca, charakteryzujaca go wlasnosé:

7.17. Stwierdzenie. Niech f:Y - X, p: Z —- X orazg: W —- Y, h: W — Z
bedq przeksztatceniami takimi, ze f o g = po h. Wdwczas istnieje dokladnie jedno
przeksztatcenie k : W — f*Z, dla ktérego p’ ok =g i f' ok = h.

«—
“«—

Dowéd. Przeksztalcenie k : W — f*Z jest zadane wzorem k(w) = (g(w), h(w))
— jego ciagloéé i jednoznacznosé sa oczywiste. (|

7.18. Uwaga. 7 powyzszej wlasnosci tatwo widzieé, ze jezeli f : Y — X i przemi-
enny jest diagram
X, 2. X,
PN\ /P2
X.
to indukuje on przemienny diagram
X
P\ / ph
Y

f*(g) f*XQ

przy czym jezeli g jest homeomorfizmem. to f*(g) takze homeomorfizmem.

Odnotujmy jeszcze dwie wlasnosci operacji indukowania.

7.19. Stwierdzenie. Niechp: X — X.
a) jezeli p~jest nakryciem trywialnym, a f 1Y — X, dowolnym przeksztatceniem,
top : f*X —Y jest nakryciem trywialnym.
b) jezelii : Y — X, jest wlozeniem podzbioru, to i’ :i*X — i'(i*X) = p~1(Y)
jest homeomorfizmem.
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Dowdéd. Jezeli p jest nakryciem produktowym z wléknem F', to wprost z definicji
wynika, ze p’ jest takze nakryciem produktowym z wléknem F. Dla nakryé try-
wialnych teza wynika z uwagi powyzej. Punkt b) jest oczywisty. O

7.20. Wniosek. Jezeli p : X — X jest nakryciem, a f : Y — X, dowolnym
przeksztatceniem, to p' : f*X — Y jest nakryciem. Ponadto jezeli p jest nakryciem
z wloknem F, to przestrzen F jest takze wtéknem nakrycia p’

Nakrycie p’ : f*X — Y nazywa sie nakryciem indukowanym z nakrycia p przez
przeksztalcenie f lub przeciagnieciem nakrycia p przy pomocy przeksztalcenia f.
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Zadania

Wiasnosci nakry¢.

7.7.1. Jezeli X jest lokalnie spéjna, to nastepujace warunki sa rownowazne:
a) Odwzorowanie p : X — X jest nakryciem.
b) Dla kazdej skladowej spéjnej C' C X obciecie p|C : C — C' jest nakryciem.
¢) Dla kazdej sktadowej spéjnej C' C X obciecie p : p~*(C) — C jest nakryciem.

7.7.2. Pokazaé, ze jezeli przestrzen E jest lokalnie tukowo spéjna, to p: K — B
jest nakryciem wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej sktadowej tukowej A C B,
Plp—1( A):p_l(A) — A jest nakryciem. Pokazaé, ze wowczas przeksztalcenie p
ograniczone do dowolnej skladowej tukowej przestrzeni E jest nakryciem pewnej
sktadowej tukowej przestrzeni B. Czy zalozenie lokalnej tukowej spdjnosci prze-
strzeni F jest potrzebne?

7.7.3. Pokazaé, ze jezeli nakrycie jest homotopijna rownowaznoscia, to jest homeo-
morfizmem.

7. 7.4. Udowodni¢ stwierdzenie 6.5. Podaé przyklad ilustrujacy, ze zalozenie lokalnej
spdjnosci przestrzeni X jest istotne.

Z7.5. Udowodni¢, ze nakrycie skoniczone (to znaczy nakrycie, ktérego wiékno jest
zbiorem skoniczonym) jest przeksztalceniem domknietym. Podaé przyktad, ze zato-
zenie o skonczonosci widkna jest istotne.

7.7.6. Niech p1, p2 beda dwoma przeksztatceniami dla ktérych zdefiniowane jest zto-
zenie p3 = p1ops. Zbadac, kiedy stad, ze p; , p; sa nakryciami dla dwéch wskaznikow
1,7 wynika, ze pg jest nakryciem dla trzeciego wskaznika k.

7.7.7.Udowodnié, ze jezeli p; : E; — X;, ¢« = 1,2 sa nakryciami to p; X po :
Fi x Ey — X7 X X5 tez jest nakryciem. Wyrazi¢ krotno$é¢ nakrycia p; X ps, w
terminach krotnosci p; i p2. Czy iloczyn kartezjanski nieskonczenie wielu nakryé
jest nakryciem?

77.8. Niech Y bedzie spdjna przestrzenia Hausdorffa zas przestrzenn X niech bedzie
spdjna, lokalnie tukowo spéjna i zwarta. Udowodnié, ze jezeli p : X — Y jest
lokalnym homeomorfizmem, to p(X) = Y i p jest nakryciem. Podaé przyktad
lokalnego homeomorfizmu p : R —% S, ktéry nie jest nakryciem.

7.7.9. Pokazaé, ze jezeli p : X - X jest nakryciem a f : Y — X przeksztalceniem
ciaglym i nakrycie p : X — Y jest trywialne, to nakrycie p’ : f*X — Y jest
trywialne. Czy z trywialnoéci nakrycia p’ : f*X — Y wynika trywialno$é nakrycia
p? (podaé przyklad)

7.7.10. Podaé¢ przyktad ilustrujacy, ze w konstrukcji sklejania nakryé¢, opisanej w
tym rozdziale, zalozenie otwartosci podzbioréw U; C X i Uy C X jest istotne.
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Przyktady nakryc.

7Z7.11. Wykazaé, ze przeksztalcenie p:S! x S — 8! x S! dane wzorem:
p(21,22) = (22, 23) jest nakryciem. Znalezé jego krotnosé.

O Z7.12.Niech f € C[X] bedzie wielomianem dodatniego stopnia. Niech A C C,
A= f({z € C: f'(2) = 0}). Pokaza¢, ze f: C\ f~1(A) — C\ A jest nakryciem.
Jaka jest jego krotnos$é?

77.13. Uogdlni¢ poprzednie zadanie na przypadek dowolnej funkcji holomorficzne;j

f:C—C.
O Z7.14. Wykazaé z definicji, ze dowolne nakrycie kostki I™ jest trywialne.

77.15. Zatézmy, ze grupa dyskretna G dziala na przestrzeni X w sposob catkowicie
dyskretny. Udowodnié, ze dla dowolnej podgrupy H < G naturalne przeksztalcenie
X/H — X/G jest nakryciem.

Z7.16.Niech H = {r 4+ zi + yj + zk} bedzie algebra kwaternionéw. Utozsamiamy
S3 7 grupa kwaternionéw o normie 1, za$ R3 ze zbiorem urojonych kwaternionéw
{xi +yj + zk}. Niech dla ¢ € S3, p(¢q):R®> — R? bedzie dane wzorem p(q)(v) =
quqg~t. Pokazaé, ze p(q) € SO(3) oraz p: S — SO(3) jest homomorfizmem grup i
dwukrotnym nakryciem.

727.17. Jezeli L jest grupa topologiczng a H < G < L s3 jej domknietymi podgru-
pami dyskretnymi, to naturalne odwzorowanie ¢ : L/H — L/G jest nakryciem z
widéknem G/H.
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8. Podnoszenie przeksztatcen i wlasnos¢ podnoszenia homotopii

W tym rozdziale udowodnimy wilasnos¢ przeksztalcen nakrywajacych podsta-
wowg, dla ich powiazan z algebra drég w przestrzeni.

8.1. Definicja. Podniesieniem przeksztatcenia f 1Y — X wzgledem przeksztal-
cenia p : X — X nazywa sie przeksztalcenie f 1Y — X takie, zZe po f = f, czyli
takie, dla ktorego diagram

X
at
Y#X

jest przemienny. Przekrojem przeksztalcenia p : X — X nazywa sie podniesienie
tdentycznosci idx, a wiec przeksztatcenie s : X — X takie, Ze pos=idx.

8.2. Stwierdzenie. Dla dowolnych przeksztatcen f 1Y — X ip: X - X istnieje
bijekcja miedzy zbiorem podniesieni przeksztatcenia f wzgledem przeksztalcenia p,
a zbiorem przekrojow przeksztatcenia p’ : f*X — Y.

Dowod. Wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy przekrojami przeksztal-
cenia s a podniesieniami f : Y — X przeksztalcenia f, zadana jest wzorem

s(y) = (y, f(y))- 0

Zajmiemy sie istnieniem i jednoznacznoscia podniesient przeksztalcen wzgledem
przeksztalcenia bedacego nakryciem.

8.3. Stwierdzenie. Niech p : X — X bedzie nakryciem, a f : Y — X przek-
sztatceniem okreslonym na przestrzeni spojnej Y. Jezeli f,f' Y — X sq dwoma
podniesieniami przeksztatcenia f takimi, Ze dla pewnego punktu yo € Y zachodzi

rownosé f(yo) = f'(yo), to f = f'.

Dowdd. Latwo sprawdzi¢ korzystajac z lokalnej trywialnosci nakrycia, ze zbidr
{yeY: f(y) = f'(y)} jest domkniety i otwarty. Poniewaz zawiera punkt yo, wiec
jest niepusty, a zatem jest cala przestrzenia Y. Il

Twierdzenie o podnoszeniu homotopii

8.4. Definicja. Mdwimy, ze odwzorowanie p: X — X ma whasno$¢ (jednoznacz-
nego) podnoszenia homotopii, jezeli dla dowolnej przestrzeni Y i dla dowolnej ho-
motopit H :' Y x I — X oraz podniesienia ho : Y x {0} — X, przeksztatcenia
Hoiy: Y x {0} — X istnieje (doktadnie jedna) homotopia H : Y x I — X
taka, Ze fI|YX{O} = hy oraz po H = H. Wszystkie te przeksztatcenia wpisujq sie w
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przemienny diagram.:

Y x {0} —t X
lio ﬂ/lp
yxI -2, x

8.5. Definicja. Mdwimy, ze odwzorowanie p : X — X ma wtasnoéé (jednoznaczne-
go) podnoszenia drég, jezeli dla dowolnej drogi w : I — X oraz dowolnego punktu
Fo € X, dla ktérego p(xo) = w(0), istnieje (doktadnie jedna)droga & : I — X taka,
e 0(0) = Tp orazpo® = w.

X
o/ lp
I 25 X

Jest jasne, ze jezeli przeksztalcenie posiada wiasnosé (jednoznacznego) podno-
szenia homotopii, to posiada wlasnos¢ (jednoznacznego) podnoszenia drog.

Nastepujace twierdzenie jest kluczem do zwiazku nakry¢ nad ustalong przestrze-
nia, a grupoidem podstawowym tej przestrzeni.

8.6. Twierdzenie. Nakrycia posiadajq wlasnosé jednoznacznego podnoszenia ho-
motopii.
8.7. Wniosek. Nakrycia posiadajq wtasnosé jednoznacznego podnoszenia drdg.

Zauwazmy, ze jezeli podniesienie danej homotopii istnieje, to jest ono jednoznacz-
ne.

8.8. Lemat. Niech p: X — X bedzie nakryciem, H :' Y x I — X homotopig za$
HH:YxI—>X jej podniesieniami takimi, Ze ﬁ\w{o} = H
tego, ze H = H'.

Wynika z

/
ly x {0}

Dowdd. Dla dowolnego punktu y € Y przeksztalcenia ]—NIM}X[ Ay x I — X oraz

r7/
|{y}><1

przyjmujacymi te sama warto$¢ w punkcie {y} x {0}. Zatem, wobec spéjnosci

odcinka, ze stwierdzenia 7.3 wynika, ze dla kazdego t € I, H(y,t) = H'(y, t). O

: {y} x I — X sa podniesieniami przeksztalcenia H ., {ytxI) — X,

Dowdd istnienia podniesienia dowolnej homotopii poprzedzimy lematem, z ktorego
wynika, ze twierdzenie jest prawdziwe ”lokalnie”, albo inaczej dla ”matych” homo-
topii tzn. takich, ktérych obrazy leza w ”malym zbiorze” nad ktérym nakrycie jest
trywialne.

8.9. Lemat. Nakrycie trywialne posiada wtasnosé jednoznacznego podnoszenia ho-
motopit.

Dowdd. Zachowujac oznaczenia uzyte w definicji 8.4, pokazemy najpierw teze le-
matu dla nakrycia produktowego px : X x F — X. Podniesienie H definiujemy
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wzorem H(z,t) := (H(z,t),pr(ho(z))), gdzie pr jest rzutowaniem na F. Jezeli
nakrycie jest trywialne to istnieje homeomorfizm f : X — X x F nakry¢ nad X.
Podniesienie definiujemy wéwezas wzorem: H(xz,t) := f~ (H(x,t), (ppofoho)(x)).

O

Dowdd twierdzenia 8.6. Ciaglos¢ homotopii H oraz zwartos¢ odcinka implikuja, ze
dla kazdego punktu y € Y istnieje otoczenie V,, 3 y oraz (zalezna od y) liczba
n € N taka, ze H(V, x [£,“1])/ 0 < i < n — 1 jest zawarty w podzbiorze X nad

n’ n

ktorym nakrycie p jest trywialne. Konstlzuujemy indukeyjnie H ZlJ 1V, x [0, %] — X
spelniajace teze twierdzenia. Istnienie H; wynika bezposrednio z lematu. Jezeli
ﬁ; : V, x [0, %] — X jest juz okredlone, to stosujemy lemat do odwzorowania

H :V, x[£ -] — X oraz podniesienia H i Otrzymujemy podniesie-

n+1 |V1/ ‘i i
nie przeksztalcenia H : V x [n, nj’rl] — X zgodne z zadanym fI; na zbiorze
V x {E} co definiuje podniesienie H;H : 'V, x [0, #H] — X. W ten sposéb otrzy-

mujemy dla kazdego y € Y odwzorowanie ﬁy cVyx I — X spehiajace teze
twierdzenia. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze rodzina odwzorowan {I:Iy}yey definiuje
szukane ciagle podniesienie H, gdyz z lematu 8.3 wynika, ze na czedciach wspdlnych
zbioréw rodziny {V,},ey odwzorowania {H,},cy pokrywaja sie. O

Korzystajac z wlasnosci jednoznacznego podnoszenia homotopii udowodnimy
bardzo wazne twierdzenie o strukturze nakry¢ nad ”"walcami”, czyli przestrzeniami
postaci X x I, powiadajace, ze nakrycie walca jest walcem.

8.10. Wniosek. Niech X bedzie przestrzeniq lokalnie spdjng. Niech przeksztalce-
nie p: E — X x I bedzie nakryciem i niech pg : Eg — X oznacza obciecie nakrycia
p do podprzestrzeni X x {0} C X x I. Istnieje dokltadnie jeden izomorfizm nakryé

EoxI —IoE

poxidr N\ /P

X x1

taki, ze f(e,0) = e.
Dowdd. Rozpatrzmy diagram:

Eyx {0} —2—~ E

lio lp
Egx1 P2 x o1,

w ktorym jo(e,0) =e. Na mocy twierdzenia 8.6 istnieje doktadnie jedno podniesie-
nie f : By x I — FE takie, ze f(e,0) = jo(e,0) = e 1pf(e t) = (p(e),t). Wystarczy
pokazaé, ze f jest homeomorfizmem. Przeksztalcenie f jest morfizmem nakry¢ nad
przestrzenia X x I, wiec z wniosku 7.8 wynika, ze wystarczy sprawdzié, iz f jest
bijekcja na kazdym widknie. Tak jest dla wldékien nad dowolnym punktem postaci
(z,0), a stad dzieki jednoznacznosci podnoszenia drég tatwo wynika, ze takze nad
dowolnym punktem (z,t) € X x I. O
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Zadania

7.8.1. Udowodni¢, ze jezeli f : ¥ — X jest homotopijna réwnowaznoscia, to dla
dowolnego nakrycia X — X odwzorowanie f : f*X — X jest homotopijna
réwnowaznoscia,.

7.8.2. Udowodni¢, ze jezeli f : X1 — X, jest takim morfizmem nakry¢ nad tukowo
spéjna i lokalnie spdéjng przestrzenia X, ze f jest bijekcja wiokien nad pewnym
punktem xg € X, to f jest izomorfizmem nakry¢.
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9. Nakrycia i grupoid podstawowy

Wiemy juz, ze nakrycia posiadaja wlasnosé jednoznacznego podnoszenia drog.
Zauwazmy takze, ze z twierdzenia o podnoszeniu homotopii wynika, ze homotopijne
drogi maja homotopijne podniesienia, co formulujemy w nastepujacym twierdzeniu.

9.1. Twierdzenie. Jezeli p : X — X jest nakryciem, to dla dowolnych punktéw
xo, 71 € X oraz punktu o € p~1(xg) odwzorowanie indukowane
Py H m(X; &, 1) — m(X;20,71)
Z1€p~1(z1)
jest bijekcjaq.

Dowdd. Pokazemy, ze przeksztalcenie odwrotne do py jest zadane przez podnoszenie
drég, to znaczy okreslamy przeksztalcenie g, g([w]) = [©], gdzie & jest podniesieniem
drogi w o poczatku w punkcie Ty . Zaczynamy od sprawdzenia, ze przeksztalcenie
g jest zdefiniowane poprawnie na klasach homotopii drég. Niech drogi @, @ beda
rozpoczynajacymi sie w punkcie Zo podniesieniami drég w, w’ € P(X; zg, z1), takich
ze [w] = [w'] w m(X;20,21). Niech H : I x I — X bedzie homotopia ustalajaca te
réwnos¢. Rozwazmy diagram:

Ix{0} —2— X

lio lp
Ixl —7T . x

7 wlasnosci podnoszenia homotopii wynika, ze istnieje podniesienie H : I x I — X
takie, ze po H = H oraz H(-,0) = @. Pokazemy ze homotopia H ustala réwnosé
[@] = [@']. Niech &(1) = #,. Zauwazmy, ze homotopia H jest stala na koncach,
to jest dla kazdego s € I, H(0,s) = &g i I:I(l,s) = 1, bowiem droga zawarta we
wldknie musi by¢ stata. Wynika z tego, ze droga H (-, 1) jest podniesieniem drogi
w’ 0 poczatku w punkcie Zg. Z jednoznaczno$ci podniesienia mamy zatem réwnosé
H(-,1) = &', co koticzy dowéd tego, ze [@] = [@], wiec przeksztalcenie g jest dobrze
okreslone. To, ze jest ono odwrotne do przeksztalcenia py jest oczywiste. O

Wiasnosé jednoznacznosci podnoszenia drog implikuje nastepujacy wazny zwia-
zek podnoszenia ze skladaniem drég.

9.2. Stwierdzenie. Dla dowolnych drog w € P(X;zo,x1) orazn € P(X;x1,22) 1
ich podniesienn & € P(X,Zo,%1) oraz 1) € m(X,Z1,%2) zachodzi rownosé

€ m(X;xzo,x1) oraz [n] € m(X;x1,22) i ich
m(X;%1,%2) zachodzi réwnosé

Dla dowolnych klas homotopii drég [w]
podniesien (0] € m(X;ZTo, 1) oraz (7]
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Q

7 powyzszego twierdzenia i stwierdzenia wynika od razu bardzo wazny wniosek,
ktéry ze wzgledu na jego wage nazwiemy twierdzeniem.

9.3. Twierdzenie. Jezeli p : X > X jest nakryciem, to dla punktow xg € X 1
Zo € p~Hwo) homomorfizm grup podstawowych py : T (X, %) — m (X, x0) jest
monomorfizmem. Ponadto
a) podgrupa py(m1(X,70)) < (X, x0) sktada si¢ dokladnie z klas homotopii tych
petli, ktorych podniesienie jest petlq.
b) jezeli Ty € p~t(wg) jest innym punktem we widknie nad punktem xo, 2a$
w € P(X;%,.%o) droga w przestrzeni X o poczathu w punkcie Ty a koricu w
punkcie g, to

p(mi(X, 25)) = pe(w) * (pg(m1(X, 7o) * pr(w) ™
Q©

9.4. Wniosek. Jezeli p : X — X jest nakryciem i X jest przestrzeniq tukowo
spojna, to nakrycie p wyznacza klase sprzezonosci podgrup grupy mi (X, Zo).

Ponadto krotnosé nakrycia p jest réwna indeksowi |1 (X, x0): py(m1(X, %0))|.

Dowdd. Pierwsza czes¢ wniosku jest natychmiastowa konsekwencja punktu b) po-
wyzszego twierdzenia.

Punktowi % € p~!(z¢) przyporzadkowujemy  prawostronna — warstwe
pﬁ(m(X,fcg))[p o 7] petli [p o 7], gdzie 7 jest droga o poczatku w punkcie Zg i
konicu w punkcie . Ze stwierdzenia 9.2 i punktu a) twierdzenia 9.3 wynika, ze
przyporzadkowanie to jest bijekcja zbioru p~!(wg) i zbioru warstw prawostron-
nych 1 (X, 20)\ps(71(X, %0)). Zauwazmy takze, ze powyzsza bijekcja nie zalezy
od wyboru drogi laczacej punkt ¥y z punktem . O

9.5. Przyklad. Rozpatrzmy nakrycie S™ — RP"™. Dlan > 2, S™ jest przestrzenia
jednospéjna, wiec z wniosku powyzej wynika, ze | (RP? zg)| = 2, a zatem dla
n > 2, 7T1(RP”,$O) = Z2.

Algebraiczne kryterium istnienia podniesienia

Podamy kryterium, w terminach grupy podstawowej, na to by przeksztalcenie
f:Y — X posiadato podniesienie wzgledem nakrycia p: X — X.

9.6. Twierdzenie. Niech p : (X,20) — (X,x0) bedzie nakryciem, f : Y — X
przeksztatceniem. Niech yo €Y, xg = f(yo) i niech o € p~(xo). Wowczas:
a) jezeli przeksztalcenie f :'Y — X ma podniesienie f .Y — X wzgledem

nakrycia p, dla ktérego f(yo) = Zo to zachodzi inkluzja
fe(mi(Y,90)) < py(mi(X, 20)).
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b) jezeli przestrzen Y jest spdjna i lokalnie tukowo spdjna oraz fy(m (Y, yo)) <
py(m1(X, o)), to istnieje doktadnie jedno podniesienie f :Y — X wzgledem na-
krycia p, dla ktérego f(yo) = Zo.

Dowdd. Jezeli istnieje podniesienie f : (Y,y0) — (f( ,Zo) , to mamy réwnosé homo-
morfizméw indukowanych py o fﬁ = (pof )4 = f4, a stad wynika, ze im f; C im py.

Odwrotnie, zalézmy, ze zachodzi inkluzja obrazéw homomorfizméw indukowamych.
Zdefiniujemy przeksztalcenie f : (Y,y0) — (X,Zo) w nastepujacy sposéb: dla
dowolnego punktu y € Y wybierzmy droge 7, o poczatku w punkcie yo a koncu
w punkcie y, a nastepnie rozwazmy droge wy, = fomn, : (1,0) — (X, zo) i znajdzmy
jej podniesienie @, : (I,0) — (X,%o). Zdefiniujmy f(y) := @,(1). Zaczniemy
od sprawdzenia, ze wartosé f (y) nie zalezy od wyboru drogi w,. Niech 77; bedzie
inng droga taczaca yo z y. Wtedy [n,] = [a] x [n,], gdzie [a] € 71(Y,90), a wiec
fi(lny]) = fu(la]) x fi([ny]). Z zalozenia wynika, ze istnieje petla (3] € m(X, )
taka, ze fy([a]) = py([3]). Z wniosku 8.2 otrzymujemy, ze [@,] = (6% @,], a wiec w
szczegélnosei Wy (1) = @, (1). Aby pokazac ciaghodc f skorzystamy z lokalnej tukowej
spéjnosei. Dla dowolnego otoczenia U > f (y) trzeba znalezé otoczenie V' 3 y takie,
ze f(V) C U. Mozemy zatozyé, ze p: U — U C X jest homeomorfizmem oraz ist-
nieje tukowo spdjne otoczenie V' 3 y takie, ze f(V) C U. Ustalmy droge 7, laczaca
Yo z y a dla dowolnego punktu ¢’ € Y wybierzmy droge v, : (1,0) — (V,y) taka, ze
vy (1) = y'. Rozpatrzmy droge w,, = fomn, = wy* fo~, oraz jej podniesienie @, =
aDy*f/g\fg/. 7 definicji podniesienia wynika, ze f(y') = f/c_;’g/(l) =p Y (fy)) eU
a wiec f jest przeksztalceniem ciaglym. Il

9.7. Wniosek. Jezeli Y jest przestrzeniq jednospojng i lokalnie tukowo spdjng zas
p: X — X jest nakryciem, to dla dowolnego przeksztatcenia f 1Y — X i dowolnych
dwéch punktéw, yo € Y oraz 3o € p~(f(yo)) istnieje podniesienie f : Y — X

wzgledem nakrycia p, dla ktérego f(yo) = Zo. Q
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Zadania

79.1. Analizujac podnoszenie drég w nakryciu ésemki przy pomocy bukietu trzech
okregéw ( nad jednym okregiem 23, nad drugim 22 i id) wykazaé, ze grupa podsta-
wowa Osemki jest nieprzemienna.

7.9.2.Niech p: St x St — S! x S! bedzie nakryciem danym wzorem:
p(21,22) = (22, 23). Niech (1,1) € S x S! bedzie punktem wyréznionym.
a) Znalez¢ krotnosé tego nakrycia i podgupe
pae(m1 (St x St (1,1))) < (ST x S, (1,1)).
b) Niech ¢: S' x S' — S' x S! bedzie nakryciem danym wzorem:
q(21,22) = (23, 23). Zbadaé, czy istnieje h: ST x ST — S1x S! bedace morfizmem
nakrycia ¢ w nakrycie p, tzn. ph = q.

¢) Znalez¢ grupe automorfizméw nakrycia p.

7.9.3. Udowodni¢, ze dla dowolnej jednospdjnej przestrzeni Y, kazde spdjne nakrycie
p: X — X indukuje bijekeje py : [(Y,v0), (X,70)] — [(Vsw0), (X, x0)]. Zauwazyé,
ze jezeli przestrzen X jest $ciagalna, to kazde odwzorowanie Y — X jest Sciagalne.

U 7Z9.4.Niech p : X — X bedzie nakryciem. Pokazaé, ze dowolna droga w : [ — X
zadaje bijekcje hy, : p~H(w(0)) — p~1(w(1)), przy czym zlozeniu drég odpowiada
ztozenie bijekcji.

0 Z9.5. Wykazaé, ze przeksztatcenie f : Y — X przestrzeni spdjnych, lokalnie tukowo
sp6jnych indukuje izomorfizm f; : 71 (Y, yo) — 1 (X, z0) wtedy i tylko wtedy gdy
nakrycie indukowane przez f z nakrycia uniwersalnego przestrzeni X jest nakryciem
uniwersalnym przestrzeni Y.

© 7Z.9.6.Niech G bedzie spdjna, lokalnie hukowo spdjna grupa topologiczna i niech
e € G bedzie elementem neutralnym G. Niech G bedzie spéjne i p : G — G bedzie
nakryciem. Niech ho € G bedzie takie, ze p(ho) = e. Pokazaé, ze:
a) istnieje doktadnie jedna struktura grupy topologicznej na G taka, ze hg jest
elementem neutralnym i p jest homomorfizmem.
b) jezeli G jest abelowa, to G takze

c) kerp < Z(G)

d) grupa automorfizméw nakrycia p: G — G jest izomorficzna z kerp.

7.9.7.Niech p : X — X bedzie skonczonym spéjnym nakryciem. Pokazaé, ze istnieje
petla w przestrzeni X, ktérej zadne podniesienie nie jest petla.

Test

T9.1. Niech p : X - X bedzie nakryciem. Jezeli dwie drogi w przestrzeni X sa
homotopijne wzgledem swoich koncéw, to ich podniesienia o tym samym poczatku
maja ten sam koniec.
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T9.2. Niech p : X — X bedzie nakryciem. Jezeli dwie drogi w przestrzeni X maja,
taka wlasnosé, ze ich dowolne podniesienia o tym samym poczatku maja ten sam
koniec, to drogi te sa homotopijne wzgledem swoich koncéw.

T9.3.Niech p : X — X bedzie nakryciem. Jezeli podniesienia dwéch dréog w
przestrzeni X o poczatku w tym samym punkcie maja ten sam koniec, to pod-
niesienia tych drég o poczatku w dowolnym innym punkcie maja ten sam koniec.

T9.4.Niech p : X — X bedzie nakryciem. Jezeli pewne podniesienie petli w
przestrzeni X jest petla, to kazde podniesienie tej petli jest petla.

T9.5.Niech p: E — B bedzie spéjnym nakryciem. Niech X bedzie przestrze-
nia spdjna i lokalnie tukowo spdjna oraz f,g : X — B beda przeksztalceniami
homotopijnymi. Jezeli przeksztalcenie f ma podniesienie f : X — FE, po f = f,
to przeksztalcenie g takze ma podniesienie.

T9.6.Niech p: E — B bedzie spéjnym nakryciem. Niech X bedzie przestrze-
nia spdjna i lokalnie tukowo spdjna oraz f,g : X — B beda przeksztalceniami
homotopijnymi. Jezeli przeksztalcenie f ma podniesienie f : X — FE, po f = f,
f(xg) = eq, to istnieje podniesienie § przeksztalcenia g takie, ze g(xg) = eq.

T9.7.Jezeli p : F — X jest nakryciem uniwersalnym, to podniesienie dowolnej
nietrywialnej petli nie jest petla.

T 9.8. Jezeli nakrycie p: St x S1 — St x S! jest dane wzorem: p(z1,22) = (27, 23),
to dla kazdego przeksztalcenia cigglego f:RP? — S x S! istnieje podniesienie
f:RP2 — S' x S, takie ze pf = f.

T9.9. Jezeli p: E — B jest n-krotnym, n > 1, spéjnym nakryciem regularnym prze-
strzeni spdjnej i lokalnie tukowo spéjnej B, to liczba automorfizméw tego nakrycia
zawsze wynosi n!.

T9.10. Jezeli p: E — B jest n-krotnym, n > 1, spéjnym nakryciem regularnym
przestrzeni spdjnej i lokalnie lukowo spéjnej B, to liczba automorfizméw tego nakrycialj
Zawsze Wynosi n.

T9.11. Jezeli p: E — B jest n-krotnym, n > 1, spdjnym nakryciem regularnym
przestrzeni spdjnej i lokalnie tukowo spdjnej B, to moze sie zdarzyé, ze jedynie
identycznos¢ jest automorfizmem p: E — B.
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10. Klasyfikacja nakry¢ nad ustalona przestrzenia

Zalozenie Ze wzgledu na wage twierdzenia 8.4 od tego miejsca bedziemy zaktadad,
ze wszystkie przestrzenie nad ktérymi rozpatrywane sa nakrycia sa lokalnie tuko-
wo spoOjne i spdjne. Nie bedziemy powtarza¢ tego zalozenia w sformutowaniach
twierdzen, ale ono obowiazuje w tym i nastepnych rozdzialach. Zauwazmy, ze
przestrzen lokalnie tukowo spéjna i spdjna jest tukowo spdjna.
Dla ustalonej przestrzeni X bedziemy rozwazaé wszystkie nakrycia p : X — X oraz
odwzorowania miedzy nimi. Wybierzmy punkt xy € X. Pokazemy, ze jezeli X
spelia pewne lokalne warunki, to nakrycia nad X odpowiadaja m (X, zg)-zbiorom.
Oznacza to, ze
e kazde nakrycie wyznacza m (X, xo) zbidr
e morfizmy nakry¢ sa w bijekcji z odwzorowaniami ekwiwariantnymi i co wiecej
ta bijekcja jest zgodna ze skladaniem morfizméw i odwzorowan ekwiwariantnych
e kazdy m1 (X, zp) zbiér odpowiada pewnemu nakryciu
Powyzsze stwierdzenie mozna precyzyjnie wyrazi¢ w jezyku teorii kategorii i brzmi ono:
Twierdzenie. Kategoria nakry¢ nad spéjng i lokalnie tukowo spdjna przestrzenig X jest réwnowazna

kategorii 1 (X,z0)-zbioréw.

Wi6kno jako 71 (X, 2:0)-zbiér

Niech p : X — X bedzie nakryciem i niech 2o € X bedzie wybranym punktem.
Rozpatrzmy zbiér S := p~!(zg). Zdefiniujemy na nim dziatanie grupy podstawowej
m1(X, z0) z prawej strony w nastepujacy sposob:

d:5x 7T1(X,.Z'0) — S

O(z,[w]) =7 [w] :=w(1) €S,
gdzie @ jest podniesieniem petli w takim, ze @(0) = Z. Z rozwazan poprzedniego
rozdzialu wynika, ze jest to dobrze zdefiniowane dziatanie i Ze ma ono nastepujace
wlasnosci:

10.1. Stwierdzenie. Grupq izotropii punktu & € S jest podgrupa pﬂm(X,i:), a
jego orbitq wszystkie punkty ¥’ € S nalezqce do tej samej sktadowej tukowej przes-
trzeni X, co punkt &. W szczegolnosci przestrzen X nakrycia p : X - X jest spojna
wtedy i tylko wtedy gdy wtékno p~t(zo) jest tranzytywnym w1 (X, xq)-2biorem.

Jezeli f : X1 — X5 jest morfizmem nakryé nad X, to jego obciecie do wlkna
nad punktem z, wyznacza odwzorowanie f : S; — Ss, gdzie Si, So oznaczaja
wlékna nad punktem zy € X w nakryciach X; i X» odpowiednio. Okazuje sie, ze
odwzorowanie f jest m (X, zp)-ekwiwariantne i co wiecej kazdemu ekwiwariantnemu
odwzorowaniu 71 (X, zg)-zbioréw S; 1 Sy odpowiada pewien morfizm nakry¢.

10.2. Twierdzenie. Dia dowolnych nakryc p; : X, — X, 1 =1,2 obciecie
res : Covx (X, Xo) — Map,. (x,.,)(S1,52) jest bijekcja.
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Dowdd. Sprawdzimy najpierw, ze obciecie wyznacza ekwiwariantne odwzorowanie
widkien. Istotnie, jezeli & jest podniesieniem w o poczatku w z, to f oW jest
podniesieniem petli w o poczatku w punkcie f(#). Stad z definicji wynika, ze
f(@) - [w] = (for)1) = f(@(1)) = f(& - [w]). Zauwazmy, ze morfizm nakryé
jest podniesieniem p; wzgledem ps. Aby wykazaé, ze res jest réznowarto$ciowe
wystarczy zauwazy¢, ze jezeli f|sl = f‘/sz, to z jednoznacznosci podniesienia wynika,
ze f = f’ . (Zauwazmy, ze X1 nie musi by¢ spéjne, lecz widkno przecina wszystkie
sktadowe!)

Dla zadanego przeksztalcenia m (X xo)- ekwiwariantnego f : 51 — Sz musimy
skonstruowaé rozszerzenie f X, — X,. Poniewaz X; jest lokalnie hukowo spéjna,
wiec skladowe hukowej spéjnosci X sa otwarte i wystarczy zdefiniowaé f na kazdej
sktadowej. Niech #; € Sy oraz Ty = f(Z1). Poniewaz f jest przeksztalceniem
71 (X, xo)-ekwiwariantnym, wiec podgrupa izotropii punktu #; musi byé zawarta w
podgrupie izotropii punktu Z, a zatem (na mocy 9.1) pym; (Xl,i*l) < pymi (Xg, Z3).
7 twierdzenia 8.4 wynika istnienie odwzorowania f na sktadowej tukowej zawier-
ajacej punkt T; takiego, ze f(a?l) = 9. 7 jednoznacznosci podnoszenia latwo
sprawdzi¢, ze otrzymujemy w ten sposob rozszerzenie przeksztalcenia f. O

Wykorzystamy powyzsze twierdzenie do uczynienia waznej dygresji dotyczacej
automorfizméw ustalonego nakrycia. Dla nakrycia p : X — X przez Aut X(X )
bedziemy oznaczaé¢ grupe jego automorfizmoéw. Rozpatrzmy przypadek, gdy przes-
trzen nakrywajaca X jest spéjna. Woéwezas Auty(X) = Covx(X,X). Mozna
sie tatwo o tym przekonac - wystarczy skorzysta¢ z twierdzenia 10.2 i zauwazy¢, ze
kazdy ekwiwariantny morfizm tranzytywnego 71 (X, z¢) zbioru jest automorfizmem.
Dla nakry¢ spéjnych twierdzenie 10.2 pozwala na latwe opisanie grupy Autx (f( ).
Wybér punktu o € p~!(zg), wyznacza izomorfizm p~1(xq) jako m (X, xq) zbioru
ze zbiorem warstw prawostronnych 7 (X, zo) \ pym1 (f( , o) z dzialaniem mnozenia z
prawej strony. Jego automorfizmy ekwiwariantne zostaly opisane we wniosku 2.15
i wobec tego mamy:

10.3. Wniosek. Jezeli p : X — X jest nakryciem spdjnym, to wybdr punktu
To € p~1(x0), wyznacza izomorfizm grup

Autx (X) 2 (Ny, (x,)p(m1(X, )/ (02 (m1 (X, 7))

W szezegdlnosci, jezeli X jest przestrzeniq jednospdjna, to istnieje izomorfizm
7T1(X,l’o) = Autx(X).

Ostatni wniosek ma kluczowe znaczenie dla obliczania grupy podstawowej; zami-
ast analizowaé klasy homotopii petli w X wystarczy zbadaé grupe symetrii jed-
nospojnego nakrycia! Jezeli przesledzimy okreslenie izomorfizméw z twierdzenia
10.2 i wniosku 2.15, to izomomorfizm Autx (X) = 71 (X, o) przyporzadkowuje au-
tomorfizmowi f klase petli [po wf] € m (X, zg), gdzie droga wi:l — X laczy o
z f(Zo). (Zauwazmy , ze klasa homotopii drogi wj jest jednoznacznie wyznaczona

przez kotice, bo zakladamy, ze X jest jednospdjnal).
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10.4. Przyklad. Rozpatrzmy exp : R — S!. przestrzen nakrycia jest $ciagalna, a
wiec tym bardziej jednospdjna. Odwzorowanie Z > n ~» T, € Autgi(R), gdzie
T.(t) := t + 2mn jest oczywiscie izomorfizmem. Otrzymujemy stad, ze przy-
porzadkowanie Z > n ~ [w,] € m (S, 1), gdzie w,(t) :
grup.

= e2™nt jest izomorfizmem

10.5. Przyklad. Rozpatrzmy nakrycie S™ — RP". Dla n > 2, S™ jest przestrze-
nig, jednospdjna i przeksztalcenie antypodyczne jest jedynym nietrywialnym auto-
morfizmem nakrycia. Mamy wiec inny dowdéd faktu 71 (RP") = Zs

Grupa Autx (f( ) dziala oczywiscie z lewej strony na przestrzeni X, a takze na
kazdym wiéknie p~t(z), r € X.

10.6. Twierdzenie. Niechp: X — X bedzie spdjnym nakryciem. Dziatanie grupy
AutX(X') na przestrzeni X jest wlasciwie dyskretne a nakrycie p : X — X jest
zozeniem nakryé: X 5 X/ Autyx(X) . X. Ponadto nastepujace warunki sq
réwnowazne:

a) odwzorowanie p’ jest homeomorfizmem,

b) dziatanie Autx (X) na dowolnym wtéknie nakrycia jest tranzytywne;

¢) dla dowolnego & € X podgrupa pymi (X, %) < m (X, p(Z)) jest normalna.

Dowdd:. Niech & € X. Grupa Autx(X) permutuje sktadowe p~(U), gdzie U jest
spéjnym dobrze nakrytym otoczeniem p(Z). Wystarczy wiec pokazaé, ze dzialanie
Autx(X) na widknie zawierajacym & jest wolne, lub réwnowaznie, ze dzialanie
(N, (x,2)Ps (1 (X,%)))/(ps(m1(X,%))) na zbiorze warstw prawostronnych

(X, 2)\py(m1 (X, &) jest wolne. To ostatnie stwierdzenie jest jednak oczywiste.

Mamy wiec nakrycie X -5 X/ Auty (X) i odwzorowanie ciagle X / Aut x (X) LNS'S
Przeksztalcenie p’ jest ciagle otwarte i "na”. Dowdd, ze jest nakryciem pozostawia-
my czytelnikowi (patrz zadanie). Przeksztalcenie p’ jest homeomorfizmem wtedy
i tylko wtedy, gdy jest roznowartosciowe, czyli wtedy, gdy ¢ utozsamia wszystkie
punkty dowolnego wiékna, co jest réwnowazne warunkowi b).

Z twierdzenia 10.2 i wniosku 10.3 wynika od razu, ze warunki b) i ¢) sa réwnowazne.
g

10.7. Definicja. Nakrycie spdjne p : X — X nazywamy nakryciem regularnym,
jezeli dla pewnego (a zatem dla kazdego) punktu T € X, podgrupa
psm1(X,Z) Qi (X,p(Z)) jest normalna.

10.8. Wniosek. Jezeli p: X — X jest nakryciem reqularnym, to grupa Autx (X')
jest izomorficzna z m (X, p(Z))/pym1 (X, T).

Widzimy wiec, ze nakrycie regularne jest rzutowaniem na przestrzen orbit dziatania
grupy. W nastepnym paragrafie zobaczymy, ze kazde catkowicie dyskretne dziatanie
grupy na przestrzeni spdjnej prowadzi do nakrycia regularnego. Szczegdlnie wazne
sg nakrycia regularne, dla ktorych przestrzen nakrywajaca jest jednospéjna.
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10.9. Definicja. Nakrycie przestrzeniq jednospdjng nazywamy nakryciem uniwer-
salnym.

10.10. Wniosek. Jezeli p : X — X jest nakryciem oraz X jest przestrzeniq jed-
nospdjna, to grupa Autx(X) = w1 (X, o) dziata na X z lewej strony oraz

X/ Autx(X) 25 X jest homeomorfizmem.

10.11. Stwierdzenie. Nakrycie uniwersalne przestrzeni X jest wyznaczone jed-
noznacznie z doktadnosciq do izomorfizmu nakryc. Q

Nastepujace stwierdzenie tltumaczy nazwe ”uniwersalne”.

10.12. Stwierdzenie. Niech p : X — X bedzie dowolnym nakryciem uniwersal-
nym przestrzent X, Tg € X, zasp : X' — X jest dowolnym nakryciem spojnym,
iy € X' ip(ig) = p(&). Wowczas istnieje dokladnie jeden morfizm nakryé
f:X — X' dla ktérego f(Zo) = &) Q
Dowody obu twierdzen sa jest natychmiastowa konsekwencja twierdzenia o istnieniu
i jednoznaczno$ci podniesienia przeksztatcen.

Powracamy do rozwazan o odpowiedniosci nakry¢ nad ustalona przestrzenia X
i m(X,x0) — zbioréw. Pozostalo nam pokazanie, ze dla dowolnego (X, zo) —
zbioru S istnieje nakrycie pg : Xg — X takie, ze istnieje ekwiwariantna bijekcja
p~1(xo) = S. W tym celu sformulujemy najpierw twierdzenie o istnieniu nakrycia
uniwersalnego.

10.13. Definicja. Powiemy, Ze w przestrzeni X male petle sq Sciqgalne, jezeli ist-
nieje pokrycie przestrzeni X zbiorami otwartymi {V;}icr takie, Ze dowolna petla
w: I — V; leZgca w pewnym zbiorze V; jest $ciggalna w X.

Uwaga: W literaturze taka przestrzen nazywa sie pot-lokalnie jednospdjna (semi-
locally 1-connected), ale zaproponowana wyzej nazwa wydaje sie bardziej intuicyjna.

10.14. Uwaga.. Jezeli X - X jest nakryciem uniwersalnym, to w przestrzeni X
mate petle sq Sciqggalne. Q

10.15. Twierdzenie. Jezeli w przestrzeni spojnej i lokalnie tukowo spdjnej mate
petle sq $ciggalne, to istnieje nakrycie uniwersalne p: X — X.

Dowéd tego twierdzenia odlozymy do nastepnego rozdzialu a obecnie wykorzystamy
istnienie nakrycia uniwersalnego do skonstruowania nakrycia odpowiadajacego do-
wolnemu 71 (X, o) — zbiorowi.

" Skrecony” produkt G-przestrzeni

10.16. Definicja. Niech G bedzie grupq dzialajacq z prawej strony na przestrzeni
S oraz z lewej strony na przestrzeni T. Na zbiorze S x T definiujemy dziatanie
z prawej strony wzorem (s,t)g = (sg,g~'t). Produktem skreconym G-przestrzeni
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nazywamy przestrzen orbit tego dziatania: S xg T := (S x T)/G. Produkt skrecony
oznaczamy symbolem S xqa T.

Uwaga: Zauwazmy, ze réwnowaznie mozna okresli¢ produkt skrecony S xg T jako
przestrzen otrzymana w wyniku podzielenia S x T' przez najmniejsza relacje réwno-
waznosci zawierajaca relacje (sg,t) ~ (s,gt) dlase€ S, t €T, g € G.

10.17. Przyklady. Jezeli S = G\ H jest zbiorem warstw prawostronnych wzgle-
dem podgrupy H z dzialaniem mnozenia z prawej strony, to GNH xg T = T/H.
W szezegdlnodei jezeli H = {1}, to GxgT =2 T, ajezeli H = G, to {x} xgT = T/G.
Analogicznie, jezeli T = G/H, to SxqG/H = S/ H jest przestrzenia orbit dziatania
podgrupy H na przestrzeni S.

10.18. Uwaga.. Niech p : T — T/G bedzie przeksztalceniem na przestrzer or-
bit dziatania G na T. Zauwazmy, Ze dobrze zdefiniowane jest przeksztalcenie
ps : SxgT — T/G zadane wzorem ps([(s,t)]) = [t] i p5'([t]) = S xc p~2([t]).
Wybdr punktu to € [t] w orbicie definiuje izomorfizm pg'([t]) = S xg G/Gyy =
S/Gy,.

Odnotujmy szczegdlny przypadek powyzszych rozwazan. Zalézmy, ze dzialanie
grupy G na przestrzeni T' jest wolne i rozpatrzmy ps : S xg T — T/G. Wéwczas
dla kazdego punktu [t] € T/G, pg'([t]) = S. Mozemy wiec powiedzieé, ze operacja
skreconego produktu w miejsce kazdej wolnej orbity ”wstawita” przestrzen S.
Wykorzystamy teraz ”skrecony” produkt do zbudowania nakrycia odpowiadajacego
danemu 71 (X, zg)-zbiorowi. Dla uproszczenia zapisu grupe (X, zg) oznaczaé be-
dziemy dalej przez . Niech p : X; — X bedzie nakryciem uniwersalnym. Zgodnie
z twierdzeniem 10.7, przestrzeri X, jest lewym 7 — zbiorem i Xﬁ/ﬂ >~ X. Dla
danego prawego 71 (X, z¢) — zbioru S zdefiniujemy przestrzen
Xg:= 8 x, X, oraz odwzorowanie pg : Xg — X wzorem ps([s, 7)) :=p(Z).

10.19. Stwierdzenie. Odwzorowanie ps : Xs — X jest nakryciem. Ponadto
w-zbior przyporzadkowany nakryciu ps 1 Xg — X jest izomorficzny z S.

Dowdd. 7 definicji natychmiast wynika, ze dla dowolnego podzbioru U C X,
ps (U) = S x, p~Y(U). Jezeli U jest zbiorem, nad ktérym nakrycie uniwer-
salne p jest trywialne, to mamy ekwiwariantny homeomorfizm 7 — przestrzeni
h : p~Y(U) = U x 7. Definiujemy przeksztalcenie hyy : S x, p 2 (U) — U x S
wzorem hy([s,Z]) := (p(Z),s - prah(Z)). Latwo sprawdzi¢, ze przeksztalcenie hy
jest homeomorfizmem i 7, & hy = pg, co dowodzi, ze odwzorowanie pg jest nad U
nakryciem trywialnym z wiéknem S. Niech Zg € p~!(zg) bedzie ustalonym punktem
we wiéknie nad punktem xg. Mamy oczywista bijekcje zbioréw ¢ : S — pgl(xo)
zadana wzorem p(s) = [s, Zo|. Pozostaje pokazaé, ze bijekcja ¢ jest ekwiwariantna.
Niech w : I — X bedzie petla zaczepiona w punkcie zp € X a @ : I — X jej
podniesieniem do X, o poczatku w punkcie Zo. Wzér Og(t) = [so,@(t)] defin-
uje podniesienie petli w do Xg o poczatku w punkcie [s0, Zo]. Zgodnie z definicja
dziatania m na pg' (7o), [s0, Folw = @s(1) = [s0,@(1)] = [s0, [W]Zo] = [so[w], Zo]-

O
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Na koniec sformulujmy bedace wnioskiem z powyzszych rozwazan twierdzenie o
klasyfikacji spéjnych nakry¢ nad przestrzenia spéjna, lokalnie tukowo spdjna w ktorej
matle petle sa $ciagalne. Czynimy to ze wzgledu na podobienstwo (nie przypadkowe!)
ze sformulowaniem twierdzenia Galois o rozszerzeniu cial.

10.20. Twierdzenie. Niech p : X, — X bedzie ustalonym nakryciem uniwersal-
nym przestrzeni X . Niech Ty € X, p(Zo) = xo wyznacza izomorfizm grupy AutX,
i m (X, x0).

a) Niech H bedzie podgrupq grupy mi(X,zo). Niech py : X}/H — X bedzie
przeksztaltceniem indukowanym przez p i lewostronne dziatanie m (X, xo) na X.
Wowczas pg - XN/H — X jest nakryciem i H jest obrazem homomorfizmu
pHﬁ : Wl(XW/H,pH(i’O) — 7T1(X, LL’()).

b) Nakrycie py : f(,r/H — X jest reqularne wtedy i tylko wtedy gdy H jest normalng
podgrupa piy (X, zo).

¢) Jezeli q : Y — X jest spdjnym nakryciem, q(yo) = xo i H jest obrazem homo-
morfizmu qsharp : m (f/, go) — m1(X, xz0), to istnieje doktadnie jeden izomorfizm
nakryé f : Xpo/H — Y dla ktérego f(pr(Zo)) = Jo-

Dowéd jest oczywisty, gdyz GNH x¢ Xy = Xx JH.

Konstrukcja nakrycia uniwersalnego

Podamy teraz dowoéd twierdzenia 9.11, a wiec konstrukcje jednospdjnego nakrycia
dowolnej spéjnej, lokalnie tukowo spdjnej przestrzeni, w ktorej male petle sa Sciagal-
ne. Nadal grupe 71 (X, zg) oznaczaé bedziemy przez m. Aby lepiej umotywowaé kon-
strukcje uzyta w dowodzie zalézmy, ze p : X — X jest jednospéjnym nakryciem i
sprébujemy odtworzyé przestrzenn X, z danych o przestrzeni X. Wybierzmy punkt
Fo € X, iniech 29 = p(iy). Rozpatrzmy zbiér P(X,x,) skladajacy sie ze wszys-
tkich drog, ktore zaczynaja sie w punkcie xg. Rozpatrzmy odwzorowanie zbioréw
q: P(X,z0) — X, zdefiniowane jak nastepuje: dla drogi w € P(X,zo) wybieramy
jej podniesienie @ o poczatku w punkcie Zo. Polézmy ¢g(w) := @(1). Poniewaz
przestrzeri X, jest lukowo spéjna, wiec odwzorowanie g jest surjekcja. Zbadajmy
kiedy @(1) = q(w) = q(n) = 7(1). Zauwazmy, ze skoro poczatki i konce podniesien
sa réwne a przestrzei X, jest jednospéjna, to drogi @ i 7] sa homotopijne, a wiec
takze drogi w = p o @ oraz n = p o7 sa homotopijne. Odwrotnie, z twierdzenia
8.1 wynika, ze jezeli drogi w i 17 sa homotopijne, to ich podniesienia maja wspdlny
koniec.

Podsumowujac powyzsze otrzymujemy bijekcje ¢ : P(X,z0)/ ~ — X, gdzie ~
jest relacja homotopii drég wzgledem koncéw.

Dowdd twierdzenia 10.6. Okrelmy zbiér X, := P(X,z0)/ ~ i odwzorowanie
p(w) = w(1). Pozostaje zdefiniowaé topologie w zbiorze X, tak, aby p bylo na-
kryciem i wykazaé jednospéjnosé X w tej topologii.

Dla zbioru otwartego U C X oraz drogi w € P(X,xz) takiej, ze w(l) € U
definiujemy zbiér (w,U) = {w*rn:n: 1 — U, n(0) = w(1)}; tak samo bedziemy
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oznaczaé jego obraz w zbiorze ilorazowym X..

Sprawdzimy, ze zbiory {{(w,U): w € P(X,x0), U > w(1)} tworza baze pewnej
topologii w X,. Wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnych dwéch zbioréw (w,U),
(W', V) oraz drogi a € (w,U) N (v, V) zachodzi inkluzja a € (o, UNV) C (w,U)N
(W', V). Odwzorowanie p jest surjekcja i jest ciagle w tej topologii, bowiem dla
kazdego U 3 p(w) = w(1) mamy (w,U) C p~}(U). Odwzorowanie p jest takze
otwarte, bo jezeli U jest otoczeniem tukowo spdjnym to p({w,U)) = U. Co wiecej,
jezeli U jest podzbiorem tukowo spéjnym takim, ze petle mieszczace sie w U sg
Sciagalne w X, to p: (w,U) — U jest bijekcja.

Stad juz tatwo wynika, ze p jest nakryciem. Niech U C X bedzie lukowo spdjnym
podzbiorem otwartym, takim ze kazda petla w U jest éciagalna w X. Istnieje bijekcja
p1(U) = H‘yew (y*w,U), gdzie w € P(X,xg) jest dowolna droga konczaca sie w
U. Poniewaz p jest homeomorfizmem na kazdym zbiorze (v x w,U), wiec wynika
stad, ze p jest nakryciem trywialnym nad U. Pozostaje sprawdzié, ze przestrzen X,
jest jednospdjna. Jest ona tukowo spéjna, bowiem dowolng klase drogi [w] mozna
polaczy¢ z klasa drogi stalej [w.,] w x¢ przy pomocy drogi @, @(t)(s) = [w(ts)]
(sprawdzi¢ ciagtoéé odwzorowania &:1—>X ).

Zeby zakoticzyé¢ dowéd jednospéjnoéci X, na mocy wniosku 8.3 a), wystarczy
pokazac, ze podniesienie dowolnej petli w X, ktéra nie jest $ciagalna, nie jest petla.
Zauwazmy, ze zdefiniowana wyzej droga @ jest podniesieniem drogi w, bo p([©(t)]) =
O(t)(1) = w(t). Jezeli petla w nie jest Sciagalna, to petla stala ©(0) = [wy,] nie jest
homotopijna z petla [w] = @(1), co oznacza, ze ©(0) # w(1). O
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Zadania

7.10.1. Niech X — X bedzie nakryciem uniwersalnym. Wéwczas na widknie p~! (xo)
dziata grupa Autx(X) = 7 (X,z0) z lewej strony. Grupa (X, z) dziala na
witdéknie nad zg takze z prawej strony. Pokazaé, ze dziatania te pokrywaja sie wtedy
i tylko wtedy, gdy grupa (X, o) jest przemienna.

710.2.Niech p: X — X bedzie nakryciem przestrzeni spéjnej odpowiadajacym

m — zbiorowi S. Niech f:Y — X bedzie przeksztalceniem ciaglym, f(yo) =
xo. Wrykazaé, ze nakrycie indukowane przez f odpowiada zbiorowi S z dzial-
aniem grupy podstawowej 71 (Y, yo) wyznaczonym przez homomorfizm indukowany
fo:m(Y,90) — m1(X, 20). Poda¢ warunek konieczny i dostateczny na to, by nakrycie
indukowane byto spdjne. Pokazaé, ze homotopijne odwzorowania indukuja, izomor-
ficzne nakrycia.

7.10.3. Znalez¢é nakrycie S* v S odpowiadajace komutantowi 7 (St Vv S1, *).
Wskazowka: rozpatrze¢ nakrycie S'V S' indukowane przez wlozenie
Stv 8t — 81 x S i nakrycie uniwersalne torusa.

7.10.4.* Podaé przyklad przestrzeni tukowo spdjnej o trywialnej grupie podsta-
wowej, ktora posiada nietrywialne nakrycie spdjne. Pokazaé, ze dla przestrzeni
lokalnie tukowo spéjnej takiego przyktadu podaé nie mozna (twierdzenie o pod-
noszeniu przeksztalcen wymaga zatozenia lokalnej tukowej spéjnosei).

7.10.5. Opisaé¢ nakrycie uniwersalne S v S!.

710.6. Opisaé¢ wszystkie spéjne nakrycia nastepujacych przestrzeni: S', §2, S1v S2,
St x St

7.10.7. Niech G bedzie podgrupa izometrii plaszczyzny euklidesowej R? generowana

przez przeksztalcenia f(x,y) = (z+1,y) i g(z,y) = (1 —x,y+ 1). (patrz zad.3.12)
a) Znalez¢ nakrycie odpowiadajace podgrupie generowanej przez f. Czy jest ono
regularne? Jaka jest jego krotnosé?

b) Znalezé dwukrotne nakrycie butelki Kleina, tak by przestrzenia nakrywajaca
byl torus. Jakiej podgrupie grupy G odpowiada znalezione nakrycie? Czy kazde
dwa dwukrotne nakrycia butelki Kleina torusem sg izomorficzne?

c¢) Czy dla kazdego dwukrotnego nakrycia butelki Kleina przestrzen nakrywajaca
jest homeomorficzna z torusem?

d) Znalez¢é nieregularne nakrycie butelki Kleina.
f) Czy istnieje nakrycie butelki Kleina przy pomocy plaszczyzny rzutowej?

g) Znalez¢ nakrycie butelki Kleina odpowiadajace komutantowi [G, G].

7.10.8. Udowodnié, ze jezeli przestrzen spdjna, lokalnie tukowo spéjna w ktérej male
petle sa $ciagalne posiada nakrycie, ktérego przestrzen jest homotopijnie réwnowaz-
na z grafem, to nakrycie uniwersalne tej przestrzeni jest sciagalne.
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Test

T 10.1. Kazde nakrycie skoniczone jest nakryciem regularnym.

T 10.2. Kazde nakrycie regularne jest skoniczone.

T 10.3. Kazde nakrycie dwukrotne jest regularne.

T 10.4. Kazda spéjna i lokalnie $ciagalna przestrzen posiada nakrycie uniwersalne.

T 10.5. Nakrycie uniwersalne przestrzeni spéjnej i lokalnie tukowo spdjnej, o ile ist-
nieje, to ma nieskoriczona krotnosé.

T 10.6. Istnieja, dwa rézne spéjne nakrycia S? x S2.

T 10.7. Kazde przeksztatcenie S? — K, gdzie K jest butelka Kleina jest homotopijne
statemu.

T 10.8. Niech p: E — B bedzie nakryciem skonczonym. Wéweczas liczba jego auto-
morfizméw jest skoriczona i co najwyzej réwna jego krotnosci.

T 10.9. Istnieje nakrycie f:S? — K, gdzie K jest butelka Kleina.

T 10.10. Jezeli p: E — B jest nakryciem nad przestrzenia lokalnie tukowo spdjna,
to dla dowolnej permutacji o: p~1(b) — p~1(b), gdzie b € B istnieje automorfizm
[+ E — E taki, ze fj,-14) =o0.

T 10.11. Jezeli p: E — B jest nakryciem regularnym nad przestrzenia lokalnie tu-
kowo spéjna, to dla dowolnej permutacji o:p~1(b) — p~1(b), gdzie b € B istnieje
automorfizm f: F — F taki, ze f|,-14) = 0.

T 10.12. Jezeli p: E — B jest spdjnym, skoniczonym nakryciem przestrzeni lokalnie
tukowo spéjnej takim, ze liczba jego automorfizméw jest rowna jego krotnosci, to
p: E — B jest nakryciem uniwersalnym;

T 10.13. Jezeli p: E — B jest spdjnym, skoniczonym nakryciem przestrzeni lokalnie
tukowo spéjnej takim, ze liczba jego automorfizméw jest rowna jego krotnosci, to
p: E — B jest nakryciem regularnym.

T 10.14. Jezeli p: E — B jest spdjnym, skoniczonym nakryciem przestrzeni lokalnie
tukowo spéjnej takim, ze liczba jego automorfizméw jest réwna jego krotnosci, to
dla kazdej petli w € p.(m1(E, e0)) jej podniesienie o poczatku w dowolnym punkcie
p~ ' (bo) jest petla.

T 10.15. Jezeli p: E — B jest spdjnym dwukrotnym nakryciem przestrzeni lokalnie
tukowo spéjnej, to istnieje dziatanie bez punktéw stalych grupy Zs na przestrzeni
E, takie ze F/Z9 = B.

T 10.16. Jezeli p: E — B jest spdjnym dwukrotnym nakryciem przestrzeni lokalnie
tukowo spdjnej, to nakrycie uniwersalne przestrzeni B, o ile istnieje, to jest nie-
skonczone lub jego krotnoéé jest parzysta.
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T 10.17. Dla kazdego n € N istnieja nie izomorficzne spéjne n — krotne nakrycia
torusa.

T10.18. Jezeli p: E — S' x S! jest spéjnym nakryciem skonczonym, to E jest
torusem.

T 10.19. Istnieje nakrycie S* x S1 — (S! x ST4S51 x S1).

T 10.20. Mozna tak zdefiniowaé relacje réwnowaznosci ~ na butelce Kleina K aby
K/ ~ bylo homeomorficzne z RP2.

T 10.21.Istnieje przeksztalcenie ciagle f: K — RP?, gdzie K oznacza butelke
Kleina, takie ze przeksztalcenie indukowane na grupie podstawowej jest nietry-
wialne.

T 10.22. Istnieje nakrycie K — RP?, gdzie K oznacza butelke Kleina.

T 10.23. Istnieje przeksztalcenie ciagle p : S* x S? — S2 bedace lokalnym homeo-
morfizmem.

T 10.24. Istnieje nakrycie S* — St v §1
T 10.25. Istnieje nakrycie S* v §1 — S1
T 10.26. Istnieje dziatanie grupy Z, na S' Vv S, takie ze S* v S1/Z, = S

T 10.27. W spéjnym i skoficzonym nakryciu S*V S* przestrzeri nakrywajaca ma typ
homotopijny bukietu parzystej liczby okregdw.

T 10.28. Dla dowolnych dwéch spéjnych nakryé S' Vv S! tej samej krotnosci prze-
strzenie nakrywajace sa homotopijnie rownowazne.

T 10.29. Kazde dwa spéjne dwukrotne nakrycia S* Vv S! sa izomorficzne.

T 10.30. Dla dowolnego n istnieja co najmniej dwa nie izomorficzne spdjne nakrycia
St v St krotnodci n.

T 10.31. Niech a, b € R? beda réznymi punktami. Istnieje nakrycie R? \ {a,b} —
R?\ {a}.
T 10.32. Istnieje nieskoriczone nakrycie RP? x RP?.

6

T 10.33. Liczba morfizméw nakrycia p: S — S, p(z) = 2% w nakrycie ¢: S' —

S1, q(2) = 2 wynosi

T 10.34. Istnieje nakrycie p: St x St — RP2.
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11. G — nakrycia

W poprzednich rozdziatach badaliémy wszystkie nakrycia nad ustalona przestrze-
niag X. Teraz zajmiemy sie bardziej szczegdlnym geometrycznym pytaniem. Dla
danej grupy G bedziemy szukaé dzialan lewostronnych, ktérych przestrzenie orbit sa,
homeomorficzne z ustalona przestrzenia X. Najprostszy przyklad jest nastepujacy:
rozwazamy przestrzen X x G z dzialaniem danym wzorem: g(x,h) := (x, gh).

11.1. Definicja. Niech G bedzie grupg a p: X — X bedzie nakryciem. Powiemy,
e p jest G-nakryciem jezeli na przestrzeni X jest zadane wolne dziatanie (z lewej
strony) grupy G, oraz istnieje homeomorfizm h : X/G =X taki, ze hoq = p, gdzie
¢: X — X/G jest rzutowaniem na przestrzen orbit dziatania.

Zauwazmy, ze wolne dzialanie spelniajace warunki powyzszej definicji musi by¢
catkowicie dyskretne.

11.2. Stwierdzenie. Jezeli p : X — X jest spdjnym G — nakryciem, to jest
ono nakryciem regularnym i istniejq naturalne izomorfizmy grup G ~ Autx (X) ~
(X, p(Z))/pym1 (X, Z), T € X.

Dowdd. Zdefiniujemy odwzorowanie G 3> ¢ ~ X - X € AutX(X'), ktore z
definicji dziatania grupy jest homomorfizmem, a poniewaz dzialanie jest wolne,
takze monomorfizmem. Sprawdzimy, ze jest to epimorfizm. Niech f : X — X
bedzie automorfizmem nakrycia. Wybierzmy punkt o € p~!(x¢) i jego obraz f (o).
Dziatanie grupy G na wiéknie p~!(z¢) jest tranzytywne, wiec istnieje element g € G
taki, ze gZo = f(Zo). Ze spdjnosci X i z twierdzenia o jednoznacznosci podniesienia
wynika, ze f = g. Zatem przestrzen orbit X/ Autx (X) jest homeomorficzna z X.
Teza wynika z Twierdzenia 10.6 i Wniosku 10.8. g

Zatem spOjne GG — nakrycie nad X wyznacza normalna podgrupe grupy podsta-
wowej, dla ktérej grupa ilorazowa jest izomorficzna z G. Odpowiednio$é ta, jak
sie przekonamy, nie jest wzajemnie jednoznaczna: "réznym” G— nakryciom moze
odpowiadac¢ ta sama podgrupa normalna. Zacznijmy od definicji.

11.3. Definicja. Morfizmem G-nakryé (lub G— morfizmem) nad X nazywamy G-
ekwiwariantne przeksztalcenie f: X1 — Xo takie, Ze p1 = ps o f. Zbiér G — mor-
fizmoéw bedziemy oznaczaé COVG7x(X1,X2).

Morfizm G-nakryé nad X nazywamy G — izomorfizmem, jezeli ma G — morfizm
odwrotny.

Jest jasne, ze COVG,X(Xl,XQ) C Covx (X1, Xs). Zauwazmy tez, ze kazdy G —
morfizm nakry¢ spéjnych jest G — izomorfizmem, bo wyznacza bijekcje na wiéknach
i morfizm odwrotny jest oczywiscie ekwiwariantny.

Rozpatrzmy przyktady:

11.4. Przyklad. Jezeli oba G-nakrycia X; — X, i=1,2 sa nakryciami trywialnymi
X; = X x G, to dowolne przeksztalcenie zbioru G — G wyznacza ich morfizm.
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G — morfizméw jest jednak znacznie mniej, bo tyle ile elementéw grupy G, gdyz
obraz dowolnego punktu np. postaci (x, 1) wyznacza juz przeksztalcenie ekwiwari-
antne.

11.5. Przyklad. Niech Zs = {1,p,p?}. Niech ¢ = exp%. Rozwazmy dwa
dzialania Zs na sferze S': w pierwszym automorfizm wyznaczony przez genera-
tor p jest mnozeniem przez ¢ a w drugim mnozeniem przez (2. Oba dzialania
prowadza, do trzykrotnego nakrycia regularnego S' — S' odpowiadajacego pod-
grupie 3Z < Z = m1(S!). Nakrycia te sa izomorficzne, ale nie jako G— nakrycia,
gdyz zaden z trzech izomorfizméw nie jest ekwiwariantny.
Dla dalszych rozwazan ustalmy grupe G, przestrzen X i wyrdznijmy punkt

xo € X. Niech Xy — X bedzie nakryciem uniwersalnym przestrzeni X z wyroéznio-
nym punktem zg € Xo.

11.6. Twierdzenie. Niech p: X — X bedzie G-nakryciem. Wéwczas

a) Wybér punktu & € X, & € p~'(x0) definiuje homomorfizm pz:m (X, x0) — G.
Odwrotnie, dla kazdego homomorfizmu ¢ : m (X, x0) — G istnieje G- nakrycie
p: X — X i punkt wyrdzniony i € X, & € p~Y(z0), dla ktérego pz = .

b) Jezeli &,% € X, #,% € p~(xg), to wyznaczone przez te punkty homomorfizmy
rozniq sie o automorfizm wewnetrzny grupy G, to znaczy istnieje element g € G,
taki ze pz = (g-97") © @z

¢) Jezelip : X — X jest G-nakryciem spéjnym i ¢z : m1(X,x9) — G homomor-
fizmem wyznaczonym przez i € X, to podgrupg wyznaczajacq klase izomorfizmu
nakrycia p (zapominamy o dziataniu G!) jest ker pz < w1 (X, z).

d) Jezeli p; : X1 — X,po: Xo — X sq G-nakryciami z wyroznionymi punktams
&1 € py (o), T2 € py H(20) @ wyznaczone przez te punkty homomorfizmy ¢z,
i Yz, sa rowne, to istnieje G-izomorfizm nakryé f : X, — Xo, dla ktérego

F(@1) = . .

Dowdd. a) Wybér punktu Z € p~!(zg) pozwala okredli¢ bijekcje G — p~t(zo) W
ktérej elementowi g € G przyporzadkowany jest punkt g(Z). Jej odwrotnosé oz-
naczymy symbolem vz. Homomorfizm ¢z : 71(X,29) — G definiujemy wzorem
vz([w]) = vz(®(1)) gdzie @ jest podniesieniem petli w o poczatku w punkcie Z.
Pozostaje sprawdzié¢, ze istotnie jest to homomorfizm, co pozostawiamy czytel-
nikowi. Jezeli mamy dany homomorfizm ¢ : m(X,29) — G, to definiuje on
dziatanie 7 (X, zg) na zbiorze G przez prawe przesuniecia. Definiujemy G-nakrycie
Do : X¢ — X wzorem X¢ := G %, Xo. Drzialanie grupy G na Xy zadane jest
wzorem glh, ] = [gh, Z], a wyréznionym punktem jest & = [e, Zo|. Sprawdzenie, ze
pz = p pozostawiamy czytelnikowi,

b) Niech g € G bedzie takim elementem, ze g(z) = &'. Wéwczas vz = vzg.
Niech @ bedzie podniesieniem petli w o poczatku w punkcie Z. Wowczas gw jest
podniesieniem petli w o poczatku w punkcie Z’. Mamy ¢z (jw]) = v (go(1)) =
gra(@(1)) = gvz(@(1))g~" = gz ([w])g ™.

¢) Z okredlenia homomorfizmu ; jest jasne, ze ker gz = py(m1 (X, 7)), co dowodzi
tezy.
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d) Z poprzedniego punktu wynika, ze p1y(m (X1,%1)) = pgﬁ(FQ(Xz,i‘g)), co W
$wietle kryterium istnienia podniesienia oznacza, ze istnieje doktadnie jeden morfizm
nakry¢ f: X; — Xo, dla ktérego f(&1) = Zo. Z réwnosci homomorfizméw ¢z, =
¥z, wynika natomiast, ze jest on przeksztalceniem ekwiwariantnym.

Dla grupy G oznaczmy przez Inn(G) grupe automorfizméw wewnetrznych grupy
G. Grupa ta dziala przez sktadanie na zbiorze Hom (H, G), gdzie H.jest dowolna
grupa. Przez Rep(H, G) oznaczamy zbiér orbit Hom (H, G)/Inn(G).

Dla grupy G i przestrzeni X przez Covg(X) oznaczamy zbiér klas G— izomor-
fizmu G—nakry¢ nad X.

11.7. Wniosek. Niech G bedzie grupq a (X, xg) przestrzeniq z wyrdznionym punk-
tem. Istnieje naturalna bijekcja zbiorow

Covg(X) — Rep (m1(X, z0) , G).

11.8. Przyklad. Dla nakrycia trywialnego X x G — X i dowolnego punktu
T € X X G wyznaczony przezenn homomorfizm jest trywialny.

11.9. Przyklad. Wréémy do przyktadu 11.5. Niech 1 € S! bedzie punktem
wyrdznionym zaréwno w przestrzeni nakrywanej jak i nakrywajacej, Dla pierwszego
dziatania homomorfizm (S, 1) = Z — Z3 posyla generator grupy Z na element
p, dla drugiego dziatania na element p?. Dla obu homomorfizméw jadro jest réwne
podgrupie 3Z, wiec nakrycia sa izomorficzne. Homomorfizmy te nie réznia sie o
automorfizm wewnetrzny (Inn(Zs) = 1) wiec rozpatrywane Zs- nakrycia nie sa Zsz—
izomorficzne.
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Zadania

Z11.1. Wykazaé, ze nakrycie indukowane z G-nakrycia jest G-nakryciem.

711.2. Wykazac, ze operacje sklejania nakry¢ opisana w rozdziale 7 mozna przeniesé
na G — nakrycia.

711.3.Niech ¢ : G — H bedzie homomorfizmem grup. Niech X — X bedzie G-
nakryciem. Pokaza¢, ze H X, X — X jest H nakryciem.

Definicja. Niech X bedzie przestrzenia spdjng i lokalnie tukowo spéjng. Nakrycie
p: X — X nazywa sie abelowe wtedy i tylko wtedy, gdy jest ono G — nakryciem i
G jest grupq abelowaq.

Z:11.4. Niech Xabel — X oznacza nakrycie odpowiadajace homomorfizmowi
7T1(X,.i12‘0) — ’/Tl(X,iL'())abel = 7T1(X,(L‘0)/[7T1(X, l’o),ﬂl(X, .’Eo)] Pokazaé, ze jeZeli
p: Y — X jest G — nakryciem abelowym, to Y = G xy Xabel dla pewnego
homomorfizmu ¥ : G — 71 (X, Zo) abei-

Pokazaé, ze jako nakrycie ( bez rozpatrywania dziatania grupy G), Y = Xaper/H,
gdzie H < m (X, o) abel-

Z11.5. Opisaé przestrzen nakrycia i dzialanie grupy Zg dla Zg — nakrycia torusa wyz-
naczonego przez homomorfizm h: Z X Z — Zo X Zs, h(z,y) = (z(mod2),y(mod3)).

Z11.6.Niech p: E — B i p': E' — B beda G-nakryciami nad spdjna i lokalnie
tukowo spdjna baza. Zbadaé, czy dowolne f € Cov(E, E’) jest G — odwzorowaniem.

Test

T 11.1. Czy istnieje Zog — nakrycie krotnosci 157

T 11.2. Czy istnieje Zog — nakrycie krotnosci 57

T 11.3. Czy istnieje Zog — nakrycie krotnosci 40?7

T 11.4.Ile jest niezomorficznych Zg nakryé¢ nad S1?

T 11.5.1le jest niezomorficznych Z, nakryé¢ nad RP? x RP??

T 11.6. Jakie 71 (X, 29) — nakrycie wyznacza id : w1 (X, z9) — 71 (X, x0)?

T 11.7. Czy jezeli G —nakrycie nad X jest spdjne, to dla dowolnego punktu wyréznio-
nego zdefiniowany homomorfizm G — 71 (X, ) jest epimorfizmem?

T 11.8. Czy G— nakrycie zdefiniowane przez epimorfizm G — (X, xg) jest spjne?
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12. Grupy wolne i sumy wolne z amalgamacja

Wprowadzimy bardzo wazne w teorii grup pojecie grupy wolnej generowanej
przez ustalony zbior.

12.1. Definicja. Grupa wolna generowana przez zbiér I nazywamy grupe F(I) wraz
z wtozeniem I C F(I) takim, Ze dla dowolnej grupy G oraz odwzorowania zbiordw
f: I — @ istnieje dokladnie jeden homomorfizm f: F(I) — G taki, ze f|I = f.

7 powyzszej definicji latwo wynika, ze grupa wolna o zadanym zbiorze genera-
toréw jest wyznaczona jednoznacznie z dokladnoécia do izomorfizmu. Ponadto
dowolne odwzorowanie zbioréw f : I — J wyznacza doktadnie jeden homomorfizm
f:F(I) — F(J), dla ktérego przemienny jest diagram:

I cF()

A
J C F(J)
Podgrupe grupy F(I) generowana przez zbiér I oznaczamy symbolem < I > a jej

elementy nazywamy stowami o literach z alfabetu I. Pokazemy, ze z definicji wynika,
iz, zgodnie z nazwa, grupa F'(I) jest generowana przez zbidr I.

12.2. Stwierdzenie. Jezeli F(I) jest grupg wolng generowanq przez zbior I, to
F(I)=<I>.

Dowdd. 7 definicji grupy wolnej wynika, ze istnieje dokladnie jeden homomorfizm
i: F(I) —<I> bedacy identycznoscia na I. Zlozenie ¢ oraz inkluzji <I>C F(I)
jest homomorfizmem F(I) — F(I) bedacym identycznoscia na zbiorze I. Z drugiej
strony identycznos¢ idp(ry @ F(I) — F(I) tez ma te wlasnos¢, skad wynika, ze
F(I)=<I>. O

12.3. Przyklad. Jezeli I = {a} jest zbiorem jednoelementowym, to F({a}) ~ Z.
Istnienie grupy wolnej o wiekszej liczbie generatoréow nie jest juz tak proste, choc¢
”kandydatura” jest dos¢ oczywista. Rozpatrujemy zbiér wszystkich stéw postaci
2129 2, ™", o € Z\ {0}, n € N oraz slowo puste 0. W zbiorze tym
wprowadzamy oczywiste relacje rownowaznosci, a dzialanie grupowe polega na do-
pisywaniu jednego stowa za drugim. Nalezy pracowicie sprawdzié, ze dzialanie
grupowe jest poprawnie okreslone i spelnia wszystkie aksjomaty grupy. My wyko-
rzystamy do dowodu istnienia grupy wolnej rozwazania topologiczne. Okazuje sie,
ze prawdziwe jest nastepujace

12.4. Twierdzenie. Jezeli I jest dowolnym zbiorem, to
F(I) ~m(\/ S 1)
icl
gdzie Vic1 S; = ST a element i € I utozsamiamy z wlozeniem S* = S} C \/,.; S}
Twierdzenie to udowodnimy w nastepnym rozdziale. W dalszym ciagu tego roz-
dzialu zaktadamy jego prawdziwosc.
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Uwaga-Zadanie. W teorii grup wprowadza si¢ pojecie wolnej grupy abelowej o zadanym zbiorze generatoréw.
Definicja jest analogiczna do powyzszej - zadamy by kazda funkcja okreslona na zbiorze generatoréw o wartos-
ciach w dowolnej grupie abelowej miata jednoznaczne przedluzenie do homomorfizmu. Pokazaé, ze wolna grupa
abelowa o skorniczonej liczbie generatoréw jest izomorficzna ze skoniczonym produktem grupy liczb catkowitych.

Jaka przestrzen ma taka wtasnie grupg podstawowa?

12.5. Wniosek. Kazda grupa jest obrazem pewnej grupy wolnej.

Dowdd. Niech G bedzie grupa a S jej dowolnym zbiorem generatorow. Z definicji
grupy wolnej wynika, ze istnieje (dokladnie jeden) homomorfizm F(S) — G bedacy
przedtuzeniem wilozenia S C G. Obraz tego homomorfizmu zawiera S, wiec jest on
epimorfizmem. O

12.6. Definicja. Niech G =< S > i niech N < F(S) bedzie jadrem epimorfizmu
F(S) - G. Bedziemy mdwili, ze grupa G posiada prezentacie < S | W > | o
zbiorze generatoréw S i zbiorze relacji W, jezeli W C F(S) jest takim zbiorem
stow zapisanych w alfabecie S, dla ktérego N < F(S) jest najmniejszq podgrupq
normalng F(S) zawierajgca W (to znaczy N =<U,cp(s) Waz=t>).

W tej konwencji F(S) =< S | 0 >, ale takze F(S) =< S | 1>. Oczywiscie
dana grupa moze mie¢ bardzo wiele prezentacji. Na ogdt jesteSmy zainteresowani
w mozliwie najoszczedniejszym wyborze zbiorow S i W. Rozstrzygniecie, czy
dwie prezentacje przedstawiaja grupy izomorficzne jest niekiedy bardzo trudnym
zadaniem.

Istnieje algorytm rozstrzygajacy powyzsza kwestie, jezeli wiadomo, ze zbidr generatoréw jest skorniczony i grupa
jest przemienna. Algorytm istnieje takze dla innych klas grup - co ciekawe definiowanych geometrycznie np.

tzw. grup hiperbolicznych

12.7. Przyklady.
1)grupa cykliczna rzedu n, Z, =<a | a™>
2)grupa dihedralna rzedu 2n, Dy, =<p, € | p", €2, epep>. Niekiedy stosujemy
réwniez taki zapis Do, =<p,e | p" =1,e2 =1,epe =p 1>
3) F(S)=<SUT | T >, gdzie U oznacza sume roztaczna zbioréw.

Opiszemy konstrukcje ”sklejania” dwéch grup wzdluz ich wspdlnej podgrupy, a
nawet ogdélniej wzdtuz homomorfizméw z pewnej trzeciej grupy.

12.8. Definicja. Zaldzimy, zZe mamy dane dwa homomorfizmy grup o wspdlnej dzie-
dzinie:

H -, q,
|
G1

Suma wolna grup G, G2 z amalgamacja wzdtuz H nazywa sie grupe G wraz z ho-
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. Ji J2 Lo, . . .
momorfizmami G1 ~— G <— G5 takimi, ze przemienny jest diagram:

H . q,

lfl ljz
el L a
oraz dla dowolnego przemiennego diagramu homomorfizmow

b

G, " K
istnieje doktadnie jeden homomorfizm G LK taki, zZe hy = h o j; oraz ho =
h o jo. Sumaq wolng grup G1, Go z amalgamacje wzdtuz H oznaczamy symbolem
G xg Go. Jezeli H jest grupqg trywialng, to sume wolng z amalgamacjq wzdtuz
podgrupy trywialnej po prostu nazywamy suma wolng i oznaczamy symbolem G1xGo.

Zauwazmy, ze jezeli suma wolna z amalgamacja istnieje to jest wyznaczona jednoz-
nacznie z dokladnoscia do izomorfizmu. Nie rozstrzygajac na razie, czy suma wolna
z amalgamacja zawsze istnieje rozwazmy przyklady, gdy w ktérych tatwo wykazaé
jej istnienie.

12.9. Przyklad. Suma wolna z amalgamacja diagramu
H —— {1}

/|

Gy
istnieje i jest izomorficzna z grupa Gi/K, gdzie K =<J,cq, gfi(H)g=1 > jest
najmniejsza podgrupa normalna grupy GGy zawierajaca obraz fi(H ). Homomorfizm
Jj1 jest rzutowaniem na grupe ilorazowa G; — G1/K. W szczegdlnosci jezeli grupa
G posiada prezentacje < S | W > oznacza to, ze jest ona sumg z amalgamacja
nastepujacego diagramu:

l

F(S)
12.10. Stwierdzenie. W diagramie
H — ¢,
/|
Gy

niech H =<T >, zas grupy G1,G2 majq prezentacje G; =< S; | W; >. Wiowczas
suma wolna z amalgamacjq istnieje i ma nastepujgcq prezentacje:
F(Gl * g Gg) =<5 U85Sy ‘ WiuUWsyu {fl(t)fé(t)il: t e T}> .

Homomorfizmy j; dane sq przez wlozenia S; C S1 U Ss.
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Dowdd. Rozpatrzmy dowolny przemienny diagram homomorfizmoéw

H . q,

b

h
Gy ——

Istnieje dokladnie jeden homomorfizm b’ : F(S; U S2) — K, taki ze h/(s) = h;(s),
dla s € S;. Jezeli x € W;, to oczywiscie x € ker h/. Ponadto z przemiennosci dia-
gramu, dla kazdego t € T, b/ (f1(t)) = K/ (f2(t)), a zatem h’ wyznacza homomorfizm
h:<S1USy | WiUWaU{f1(t)fo(t)~1: t € T} > spemiajacy warunki definicji. Jego
jedynos$é wynika z jedynosci homomorfizmu A'. d

12.11. Wniosek. Suma wolna grup wolnych F(S)* F(T) istnieje i jest izomorficz-
na z grupq wolng F(S UT). Homomorfizmy ji,j2 sa zdefiniowane przez wlozenia
ScSUT orazT C SUT.

12.12. Wniosek. Jezeli w diagramie

H . q,

/|

G
homomorfizmy f1 i fo sq trywialne, to suma wolna z amalgamacjq jest izomorficzna
z sumg wolng G1 * Gs.

Podobnie jak istnienie grupy wolnej tak istnienie sumy wolnej z amalgamacja
wykazemy topologicznie w nastepnym rozdziale.. Upraszczajac, pokazemy ze ”skle-
janiu” przestrzeni wzdtuz podprzestrzeni odpowiada ”sklejanie” grup podstawowywchij
wzdhuz grupy podstawowej czesci wspdlnej.
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13. Twierdzenie Seiferta-van Kampena

Pojecia wprowadzone w poprzednim rozdziale postuza nam do sformulowania
twierdzenia opisujacego grupe podstawowa przestrzeni bedacej na suma podprze-
strzeni X = U UV w terminach grup podstawowych przestrzeni U, V, U NV.

Zalozenie: Dia uproszczenia bedziemy zaktadac, ze wszystkie rozwazane przestrze-
nie sq lokalnie tukowo spdjne i posiadajq nakrycie uniwersalne, to jest mate petle
sq $ciggalne.

13.1. Twierdzenie. Jezeli U,V C X sq dwoma otwartymi podzbiorami prze-
strzeni X takimi, zZe X = U UV oraz UNYV sq zbiorami tukowo spojnymi, to
dla dowolnego punktu xo € U NV w diagramie

m (U NV, x9) —— m(V,20)

ol [

7T1(U,.ZU0) J—U> Wl(XaxU)
w ktorym wszystkie homomorfizmy sq indukowane przez wltoZenia podzbioréw, grupa
m1(X,x0) jest suma wolng grup m (U, z9) i m(V,z0) z amalgamacja wzdluzi

Wl(UﬂV,xo).

Uwaga: 7 zalozen wynika, ze U i V sa takze tukowo spéjne. Przedstawimy dwa
dowody tego twierdzenia - klasyczny i dowdd Grothendiecka wykorzystujacy G-
nakrycia. Zaczynamy od dowodu klasycznego.

Dowdd. Niech hy : m (U, z0) — G oraz hy : m1(V,z9) — G beda homomorfizmami
takimi, ze hy oiy = hg oty. Musimy wykazaé istnienie i jednoznaczno$¢ homomor-
fizmu h : 71 (X, 29) — G. Dla kazdego punktu z € X wybierzmy na uzytek dowodu
droge v, o poczatku w punkcie x¢ i koncu w punkcie x. O wyborze tym zakladamy
jedynie, ze dla kazdego punktu z € U droga v, jest zawarta w U i analogicznie dla
punktéow U NV i V oraz, ze v, jest droga stala,.

Niech w : I — X bedzie droga. Niech n € N bedzie taka liczba, ze % jest liczba
Lebsgue’a pokrycia w™1(U) Nw~ (V) = I. Dla uproszczenia oznaczeri niech
bedzie droga jak wyzej o koticu w punkcie w(X), k = 0,...,n. Zatem 7y i 7, sa

n
drogami stalymi. Rozpatrzmy petle wy = vi—1 *w‘[k_l *v L k=1,....ni

k

zauwazmy, ze [w] = w1 xwo * - - - xwy,]. Kazda z petli W jenst zawarta w U lub w V|
wiec odwzorowanie h mozemy zdefiniowaé tylko w jeden sposéb:

h([w]) = heqy([wi]) - - - -+ e ([wn]),

gdzie heg;y jest réwne hy lub hy w zaleznosci od tego, czy petla lezy w U, czy w V.
Jezeli petla lezy w U NV, to z réwnosci hy o iy = ho o iy homomorfizmy hy i ho
przyjmuja na niej te sama wartoscé.

Jest jasne, ze jesli powyzsza definicja jest poprawna, to h jest homomorfizmem
i jest wyznaczone jednoznacznie. Pozostaje wiec sprawdzi¢, ze przeksztalcenie h
jest dobrze okreslone - to znaczy nie zalezy od podzialu odcinka i klasy homotopii
petli. Jest oczywiste, ze rozdrobnienie podzialu odcinka prowadzi do tej samej
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wartosci h([w]). Zalézmy wiec, ze [w] = [r] i ze H jest homotopia, H|, , = w i
H|, ., = 7. Niech n € N bedzie takie, ze przy podziale I x I obraz przy homotopii
H kazdego kwardacika o boku % jest zawarty w U lub w V. Pokazemy, ze dla
kazdego 0 > 1 > n—1, h([H(-, 1)) = h([H(-, 1)]), co implikuje teze. Przyjmijmy
wygodne oznaczenia: vy, bedzie droga o koncu w punkcie H(%, %), k,1=0,...,n.
Drogi 70,1 1 n, sa wiec state. Dla k,1 =0, ...,n rozwazmy petle

—1
Wil =7k—1,z*H\[,€,1 W xR

n n n

1
Uk,lZ%,l—l*H\EX,;l KR
n

n ’'n

Drogi po bokach kwadratu sa homotopijne wzgledem koricéw (Zadanie 4.4) i wynika

z tego, ze (Wi, * ok,1] = [0k —1,1 * Wk 141], czyli
(Wi] = [Ok—1,1 * Wk,1+1 *U;;ll]
Mamy
l
[H (5 )] = lwrad * [waa] * - [wn]

7 definicji przeksztalcenia h:

MHC, D) = b y(ford) - hegen (@20) -~ ey (o)) =

= e (Wi %07 - heey ([0 x wa41 % 057 1) - B,y ([Fn— 1.0 % @ i11]),
gdzie hey,p) jest réwne hy lub hy w zaleznosci od tego, czy rozpatrywana petla lezy
w U czy w V, co ma sens, bo dla dowolnych k, [, petle wy; i op—1, * wi 141 * a,;ll
leza w jednym z tych zbioréw. Poniewaz hy i hg sa homomorfizmami, hep ) =
Pe(ia1) = Pe(rir1)s 10 heeay([05,]) - herary([ori]) = 11 2z powyzszej réwnosci

dostajemy

l [+1
h(IH (D) = heap (Wil e (wapn]) - heap (nia] = RH(, ——)]).
Konczy to dowdd twierdzenia Seiferta van Kampena. 0

Do przeprowadzenia dowodu Alexandre Grothediecka musimy zatozy¢, ze w roz-
patrywanych przestrzeniach male petle sa $ciagalne.

Dowdd wg.Alexandre Grothendiecka. Niech hy : w1 (U,zg) — G oraz
he @ m(V,xg) — G beda homomorfizmami takimi, ze hy o iy = hg oiy. Na
mocy twierdzenia 11.6 homomorfizm ki wyznacza punktowane G-nakrycie U 2% U,
Fy € p;'(z0) a homomorfizm hy wyznacza punktowane G-nakrycie vV 2 v,
Ty € py'(xg). Poniewaz hi oiy = hy oiy to nad U NV istnieje (dokladnie je-
den) G-izomorfizm nakryé: f : U‘UW — ~‘Umv, f(zy) = zy. Sklejajac nakrycia
p1 i po wzdhuz f definiujemy G-nakrycie X := U[[V /i ~ f(4) — X z punktem
wyréznionym [Zy], co wyznacza homomorfizm h : m (X, z9) — G. Z konstrukeji
nakrycia X wynika, ze ho jy = hy i ho jy = ho.

Pozostaje wykazanie jedynosci homomorfizmu h. Niech A’ : m(X,z0) — G
bedzie homomorfizmem dla ktérego h/ o juy = hq i h' 0 jyy = hy. Niech p’ : X’ — X
bedzie G — nakryciem z wyréznionym punktem & € p'~ ' (zo). Z twierdzenia 11.6
wynika, ze dla dowodu réwnosci h = A’ musimy pokazaé, ze istnieje G— izomorfizm
nakry¢ k: X — X', k(%) = #'. Z réwnosci b’ o jiy = hy i b’ o jy = hy wynika, ze
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istnieja, G — izomorfizmy ky : U — X| yk1(Zy) =31 ke - VvV — X , ko(zy) = 2.

Wystarczy sprawdzi¢, ze G— izomorfizmy k1 i ko mozna sklei¢ do G izomorfizmu
X — X' Oczywiscie ka,., o f i k1|UmV sg G— izomorfizmami U|Um/ — XIU v
przeprowadzajacymi punkt 2y na punkt Z’. Taki izomorfizm jest tylko jeden, wiec

k2,ny © f = k1), 1 dobrze zdefiniowany jest G - izomorfizm k : X — X
O

13.2. Wniosek. Jezeli (X,z0) @ (Y,yo) sa przestrzeniami z wyrdinionymi
punktami, takimi, zZe oba sq retraktami deformacyjnymi swoich pewnych otoczen
otwartych. Wowczas wlozenia w bukiet (X V'Y, (xo,y0)) definiujq izomorfizm

(X, 20) * T (Y, 90) ~ T (X VY, (20,%0)).

Przedstawimy teraz kilka wnioskéw, ktére powinny przekonaé Czytelnika o wiel-
kiej wadze twierdzenia Seiferta-van Kampena w algebrze i w topologii.

Dowdéd twierdzenia 12.4. 7 wniosku 13.2 wynika przez indukcje, ze
7 (S*V . VSH[1]) 2 Zx ... % Z.

jest grupa wolna o n-generatorach. Poniewaz F(1) ~ Z, wiec z wniosku 12.11
wynika, ze F(n) = F(1) * ... x F(1). Pokazemy teraz, ze jezeli I jest dowolnym
zbiorem oraz dla kazdego i € I St=281y wyrozmonym punktem 1 € S!, to

~ 7T1 \/

i€l

Zdefiniujemy wiozenie I — 71(\/,c; S;, [1]) — elementowi i € I przyporzadkowuje-
my jiy(idg1). Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, ze istotnie jest to wlozenie.
Niech teraz f : I — G bedzie dowolnym odwzorowaniem w grupe G. Musimy
wykazaé istnienie i jednoznaczno$é homomorfizmu f : mi(\/,c; S}, [1]) — G
bedacego przedtuzeniem f.
Niech w: I — \/,¢; S} bedzie petla zaczepiona w punkcie [1]. Ze zwartoéci odcinka
i€l Sl Z
wniosku 13.2 wiemy, ze m(V,c; Si,[1]) = F(L,), a wiec ze istnieje

wynika, ze obraz w(I) jest zawarty w pewnym skonczonym bukiecie \/

f| i m(Vier, S{, [1]) — G bedacy przedtuzeniem f), . Definiujemy
F(w)) = fir, ug([)),

gdzie p,, jest rzutowaniem na bukiet \/ S!, to znaczy wszystkie sfery S} dla

iel,
i ¢ I, przeksztalca w punkt bukietowy, a na sferach S} dla i € I, jest identy-
cznoscia. Sprawdzenie, ze powyzsza formula definiuje jedyny homomorfizm po-

zostawiamy czytelnikowi. O

Nastepny wniosek pozwoli nam wykazaé¢, ze dla dowolnej grupy G istnieje prze-
strzen X taka, ze m (X, x9) ~ G.

13.3. Wniosek. Niech {f; : (S1,1) — (X,x0)}ics bedzie rodzing przeksztatcen
z okregu w przestrzen tukowo spéjng X a Yy = \/;¢; D? Uy X przestrzeniq pow-
statq przez doklejenie do X dyskow 2-wymiarowych przy pomocy odwzorowania
f = Vierfi - Vier St — X. Wtedy wlozenie X C Yy indukuje epimorfizm na
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grupie podstawowej w1 (X, xo) — m (Y, x0) ktdorego jadrem jest najmniejsza pod-
grupa normalna zawierajgca elementy [f;] € m (X, xg), i € I.

Dowdéd. Z twierdzeniea Seiferta - van Kampena dla przestrzeni Yy wynika, ze grupa
m1(Y¥, zo) jest suma z amalgamacja diagramu:

m(Vier Si (1) = F(I) —— m(V,e; D, [1]) = {1}

7|
™ (Xa .iU[])
Z lematu 12.9 wynika juz teza. Aby zastosowac twierdzenie Seiferta-van Kamp-
ena nalezy rozpatrze¢ obrazy w przestrzeni ilorazowej Yy nastepujacych zbioréw
otwartych: U = [[,c;int(D?), V = X U], Vi, gdzie V; = {z € D? : |2| > 1/2}.

g

13.4. Wniosek. Dia kazdej grupy G istnieje przestrzen tukowo spdjna X, taka Ze
m(Y,y) =G

Dowdd. Konstrukcja takiej przestrzeni wychodzi od prezentacji grupy G =< I|R >.
Niech X = \/,; St. Dla kazdego elementu r € R weZmy wyznaczajace go przek-
sztalcenie 7 : (S1,1) — (V,e; Si,[1]). Dostajemy przeksztalcenie R : \/ g St —

. reR>r
Vier S}. 7 poprzedniego twierdzenia wynika, Ze szukana przestrzenia jest Y =

\/reR D% Ur \/ieI Szl O

Pokazemy jeszcze, ze dowolny homomorfizm grup mozemy zrealizowaé jako ho-
momorfizm indukowany na grupach podstawowych przez przeksztalcenie przestrzeni
topologicznych.

13.5. Stwierdzenie. Niech ¢ : G — H homomorfizm grup.lstnniejq przestrzenie
(Y,v0) @ (X, z0) oraz przeksztatcenie f: (Y,y0) — (X, z0), takie ze m(Y,y0) = G,
mi(X,zo) =H i fy = .

Dowdd. Niech G =< I|R > bedzie prezentacja grupy G. Niech Y bedzie przestrzenial
skonstruowana dla tej prezentacji w dowodzie poprzedniego wniosku. Niech X
bedzie dowolng przestrzenia tukowo spdjna, taka ze m(X,z9) = H. Niech f; :
(S',1) — (X,x0) bedzie petla reprezentujaca ¢(i). Definiujemy f = Vier fi =
(V,er SH [1]) = (X, 20). Przeksztalcenie to mozna rozszerzy¢ na przestrzen Y, gdyz
dla kazdego r € R, ¢(r) = 1. otrzymane rozszerzenie spelia warunki stwierdzenia.
O

Na koniec podamy topologiczny dowdd istnienia sumy z amalgamacja dla dowol-
nego diagramu grup

HL)GQ

g

G
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Niech (A, ap), (X,x0), (Y,y0) beda przestrzeniami a f; : (4,a9) — (X, x0), f2:
(A,a9) — (Y, yo) takimi, ze ich grupy podstawowe sa réwne H, Gy, G2 odpowiednio
a fig = i dlat = 1,2. Musimy jeszcze zadba¢ o to by mozna bylo zastosowac
twierdzenie Seiferta- van Kampena. Mozemy zalozyé, ze przestrzenie sa ”dobrze
punktowane”, to znaczy ze wlozenie punktéw wyrdznionych jest korozwidknieniem.
Rozpatrzmy przestrzeii A x I i przeksztalcenie f: A x {0} UA x {1} — X UY,
ktére jest réwne f; na A x {0} 1 fana Ax {1}. Niech Z = Ax I Uy X UY ido tej
przestrzeni stosujemy twierdzenie seiferta van Kampena.
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Zadania

713.1. Udowodni¢ bezposrednio z definicji, ze jezeli X = U UV jest suma dwéch
jednospdjnych podzbioréw otwartych oraz U NV jest tukowo spdjna, to przestrzen
X jest jednospéjna. Wywnioskowaé stad jednospdjnosé sfer S™ dla n > 2. Podac
inne dowody tego faktu.

713.2.Niech xg € ACU C X beda podzbiorami takimi, ze U jest podzbiorem ot-
wartym a wtozenie A C U jest homotopijna réwnowaznoscia. Niech f: A — Y,
f(zo) = yo. Wywnioskowaé z twierdzenia van Kampena, ze m1 (X U Y, yo) jest pro-
duktem z amalgamacja diagramu: 7 (X, xq) «— 71(A, z¢) ELN 71 (Y, y0). Wywnios-
kowaé¢ stad, ze jezeli oa:(S',x) — (X,19), X tukowo spdjna i
Y = X Uy D?, to m(Y,z0) = m(X,20)/H, gdzie H jest najmniejsza podgrupa
normalna zawierajaca [a].

713.3.Niech X = D?/ ~, gdzie  ~ y wtedy i tylko wtedy ,gdy =,y € S* oraz x/y
jest pierwiastkiem stopnia trzeciego z 1. Przedstawi¢ X = S U; D? i zastosowad
poprzednie zadanie do znalezienia 7 (X, ).

Z13.4. Dla dowolnej grupy G skonstruowaé przestrzen spéjna, dla ktérej w1 (X, z) =
G. * Skonstruowaé zwarta rozmaitos$é¢ 3-wymiarowa, ktérej grupa podstawowa jest
grupa, wolna, o k generatorach.

Wskazéwka: Przedstawi¢ G = F/R, gdzie F jest grupa wolna. Skonstruowaé
nakrycie nad bukietem okregéw odpowiadajace R i skorzystaé z poprzedniego zada-
nia.

Z13.5.Niech X = T#T bedzie dwupreclem, (tj przestrzenia ktéra powstaje z sumy
rozlacznej dwu torusow przez usuniecie dwéch matych dyskow w kazdym z nich i
utozsamieniu punktéw z S1).

a) Zmalez¢ grupe podstawowa X .

b) Pokazaé, ze nakrycie uniwersalne dwuprecla jest $ciagalne. Wywnioskowad,

ze kazde odwzorowanie S™, n > 1 w ten dwuprecel jest Sciagalne.

Wskazowka: Rozpatrzeé nakrycie dwuprecla, takie by przestrzen nakrywajaca byta
homotopijnie rownowazna z bukietem okregow.

713.6.Niech X = D? x S' Uy S' x D? gdzie f:S' x S' — S! x S! jest dane

przez liniowe przeksztalcenie R? — R? o macierzy calkowitoliczbowej <Z Z)

Wyrazié¢ 71(X, %) w terminach wspélczynnikéw a, b, ¢, d.

Z13.7.Niech A = {z € C: } <|z| < 1}, niech X = A/ ~, gdzie z ~ 2’ wtedy i tylko

wtedy gdy |z| = |2/| =11z =—2"lub |z| = |2/| = i (£)? = 1. Znalez¢ m (X, *).

z

Definicja. Weztem w K C R?® (K C S3) nazywamy podzbiér R (S3) homeomor-
ficzny z okregiem S*.

713.8. Jezeli K C R? jest wezlem, za$ R3 = S3\ {x¢} (przez rzut stereograficzny),
to T (R3\ K, %) ~ m1(S3\ K, *).
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Definicja. Niech T = R?/7Z? bedzie torusem. Niech dla pary liczb naturalnych
wzglednie pierwszych p,q, Kp, C T bedzie obrazem prostej w R* o réwnaniu
pr = qy. Przyporzadkowujac punktowi (z,y) € T punkt (%62“”, \%62“:‘/) c S3
mozemy uwazaé, ze T C S3. Wezlem torusowym typu p,q nazywamy K, , C T C

S3.

7.13.9. Narysowa¢ Kj 3 i K32.

7.13.10. Pokazaé, ze S3\ K» 3 jest homotopijnie réwnowazne przestrzeni wielomia-
néw stopnia 3 bez pierwiastkéw wielokrotnych (z topologia podprzestrzeni R*).
Skonstruowaé te homotopie.

Z13.11.Niech K =V N S3, gdzie V = {(z,w): 423 4+ 27w? = 0} C C2. Pokazaé, ze

K jest wezlem oraz, ze istnieje homeomorfizm f: 5% — 53, taki ze f(K) = Ka 3.
Uogélni¢ powyzszy przyktad pokazujac, ze dla liczb naturalnych wzglednie pierw-
szych wezet torusowy K, , C S? jest réwny {(z,w) € C%: 29 = wP} N S3.

713.12. Niech S3 C C?. Niech A = {(z,w) € S3:|2| < |w|}, B = {(z,w) € S3:|z| >
|w|}. Pokazaé, ze A = B = D? x S! sa pelnymi torusami oraz AN B = T =
{(z,w) € $3:|z| = |w| = %} jest torusem.
Niech K, 4, bedzie wezlem torusowym typu (p, ¢) na torusie T. Pokazaé, ze
m1(S3\ Kpq) = {a,b] aPb? = 1}. Pokazaé, ze 71(S*\ Kp 4)ab = Z.

Test

T 13.1. Niech X bedzie przestrzenia lukowo spdjna, zas Y jej domknieta tukowo
spéjna podprzestrzenia. Niech yg € Y. Wowcezas jezeli m1 (X, yo) jest grupa abelowsa
to m1(Y,yo) jest takze grupa abelowa.

T13.2. Grupa 7 (S* V St %) =< a,b > jest grupa wolnag o dwéch generatorach
bedacych generatorami grup podstawowych kazdego z okregéw. Wowczas podgrupa
< a?,b?,ab > grupy < a,b > jest wolna.

T 13.3. Krotnoéé spéjnego nakrycia S'V.S! odpowiadajacego podgrupie < a2, b?, ab >I
wynosi , gdzie a, b sa wolnymi generatorami grupy m (S* Vv St %).

T 13.4. przestrzen spéjnego nakrycia S'VS! odpowiadajacego podgrupie < a2, b?, ab >I
jest homotopijnie réwnowazna z bukietem okregow, gdzie a, b sa wolnymi
generatorami grupy w1 (St V St %).

T13.5. Jezeli X = (St x S1#S! x S1)\ {pt} jest dwupreclem z wyrzuconym jednym
punktem, to X jest réwnowazne bukietowi okregow.

T13.6.Niech X = (S x 81\ intD?), gdzie D? jest pewnym dyskiem. Niech Y =
X Uy D?, gdzie f : 0D? — 0D?, f(z) = 23. Wéwezas 71 (Y, ) =

T 13.7. Jezeli grupa podstawowa X VY jest skoniczona, to X lub Y jest jednospdjna.



T13.8. 7 (RP? V RP2, ) jest grupa skoriczona.
T13.9. 7 (RP? vV RP? ) jest grupa przemienna.

T 13.10. nakryciem uniwersalnym RP? V RP? jest S? v S2.

T 13.11. kazde dwa spéjne dwukrotne nakrycia RP? V RP? sa izomorficzne.

T 13.12. Nakrycie uniwersalne RP? vV RP? jest skoriczone.

7
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14. Rozcinanie ptaszczyzny - twierdzenie Jordana

Przedstawione tu podejscie do twierdzenia Jordana podaza za Rozdz. XII klasy-
cznego podrecznika K. Kuratowskiego Wstep do teorii mnogosci i topologii.

14.1. Definicja. Powiemy, zZe podzbior A C X rozcina przestrzen X miedzy punk-
tami p,q € X jezeli p v q nalezg do dwéch roinych sktadowych spdjnych zbioru
X\ A

14.2. Stwierdzenie. JeZeli A C X jest podzbiorem domknietym rozcinajgcym X
miedzy punktami p i q to istniejg zbiory domkniete R 3 p oraz QQ 5 q takie, Ze
RUQ =X oraz RNQ = A.

W dalszym ciagu bedziemy zajmowaé si¢ rozcinaniem 2-wymiarowej sfery S2.
Sfere bedziemy traktowaé jako plaszczyzne zespolona C uzupeliona o punkt w
nieskonczonoéci co. Ten model sfery nazywa sie sfera, Riemanna i bedzie oznaczany
C. Homeomorfizm miedzy jednopunktowym uzwarceniem C a sfera S? jest dany
przez rzut stereograficzny.

14.3. Twierdzenie. Niech A C C* bedzie podzbiorem zwartym lub otwartym.
Zbiér A nie rozcina sfery Riemanna C miedzy 0 a oo wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
galqZ logarytmu na A tzn. wlozZenie i : A C C* posiada podniesienie do nakrycia
exp:C — C*.

Dowdd. Zaczniemy od przypadku, gdy A jest podzbiorem zwartym.

Jezeli A nie rozcina C miedzy 0 a oo to istnieje lamana L C C laczaca 0 z oo
taka, ze A C C*\ L. Z lematu/zadania 77 wynika, ze istnieje galaZz logarytmu na
C*\ L a wiec po obcieciu takze na A. Odwrotnie, zalézmy ze A rozcina C miedzy 0
a 0o oraz istnieje galaz logarytmu na A. Wykazemy, ze prowadzi to do sprzecznosci.
Skonstruujemy odwzorowanie f : C* U {oco} — C* takie, ze f|C* ~ id, co prowadzi
do sprzecznoéci, bowiem C* U {oco} ~ R? a wiec jest zbiorem $ciagalnym, natomiast
id : C* — C* nie jest homotopijne z odwzorowaniem statym.

Na mocy stw. 14.2 istnieja podzbiory domkniete R > 0 oraz () > oo takie, ze
RUQ@ = C oraz RNQ = A. Odwzorowanie f zdefiniujemy osobno na zbiorach R
i Q w sposéb zgodny na ich przecieciu, czyli A. Niech 7 : A — C bedzie galezia
logarytmu na A. Z twierdzenia Tietze odwzorowanie ¢ mozna rozszerzy¢ do pewnego
odwzorowania ciaglego f : Q — C . Dla z € Q kladziemy f(z) = exp(f(z)),
natomiast dla z € R, z # 0 ktadziemy f(z) := z. Z definicji logarytmu wynika, ze te
odwzorowania pokrywaja sie na A a wiec definiuja odwzorowanie f : C*U{oco} — C*
Poniewaz 0 € Int(R) a wiec istnieje maly okrag S} o $rodku w 0 taki, ze f|S}! = id
skad wynika, ze f|C* ~ id. Zalézmy teraz, ze A jest podzbiorem otwartym i
sprowdzimy ten przypadek do poprzednio rozwazanego. Zbior A mozna wypetié¢
wstepujacym ciagiem podzbioréw zwartych Fy C Fy C ... C A. Wykazemy, ze A
rozcina miedzy 0 a co wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie dostatecznie duze zbiory
F; rozcinaja. Niech C \ A = By U By, gdzie ByU i Bs sa rozlacznymi podzbiorami
domknietymi w C, a wiec zwartymi. Wynika stad, Ze istnieja rozlaczne zbiory
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otwarte Uy D By oraz Uy, O Boo. Zbiér C\ (Up U Uy) jest zwarty, zawarty w A i
oczywiscie rozcina C miedzy 0 a co. Sprawdzenie, ze jezeli na kazdym ze zbioréw
F; istnieje galaZz logarytmu, to istnieje ona takze na A pozostawiamy Czytelnikowi.

d

14.4. Wniosek. Dowolny domkniety lub otwarty zbior jednospojny A C C* nie
rozcina C miedzy 0 a cc.

Dowdd. 7 twierdzenia ... wynika, ze na A istnieje galaz logarytmu. O

14.5. Wniosek. Niech A, B C C sq podzbiorami otwartymi lub domknietymi.
1.jezeli A i B nie rozcinajg C miedzy p,q € C oraz przeciecie AN B jest spdjne,
to suma AU B tez nie rozcina C miedzy p i q.
2. jezeli A i B sq spojne, natomiast A N B jest niespdjne, to AU B rozcina
miedzy pewng parqg punktow.

Dowad.

Ad 1. Stosujac homeomorfizm h(z) = z—p/z—q mozna zalozy¢, ze p = 0 a ¢ = 0o
i skorzystaé¢ z twierdzenia 14.3. Wlozenia iy : A C C oraz ip : B C C posiadaja
podniesieniaiy : A — Corazip : B — C Z jednoznacznosci podniesienia na zbiorze
spéjnym wynika, ze dla z € AN B mamy i4(z) = ip(z) + 2mik, stad otrzymujemy
podniesienie nad AU B. Ad 2. Oznaczmy A’ := C\ A oraz B’ := C\ B i zalézmy
przeciwnie, ze zbiér C\ (AU B) = A’ N B’ jest spéjny. Niech p,q € AN B beda
dowolnymi punktami. Poniewaz zbiory A, B sa spéjne wiec A’ i B’ nie rozcinaja
miedzy p,q Poniewaz A’ N B’ jest spdjne wiec na mocy punktu 1. A’ N B’ tez nie
rozcina miedzy p, ¢, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze AUB = C\ (A’ N B’) nie jest
spéjne. O

14.6. Twierdzenie. Niech f : S' — C bedzie odwzorowaniem réznowartoscio-
wym. Jego obraz K := f(S1) rozcina C miedzy pewna parq punktéw, co wiecej
C\K =UUYV gdzie U, V sq roztgcznymi spdjnymi zbiorami otwartymi oraz OU =
V=K.

Dowdd. Skorzystamy z dotychczasowego dorobku. Rozbijmy okrag na sume dwéch
lukéw St = ST U ST takich, ze ST NSL = {—1,1} i oznaczmy odpowiednio ich
obrazy przez K, i K_. Poniewaz K, N K_ jest zbiorem dwupunktowym wiec z
Whiosku 14.4.2 wynika, ze zbiér K rozcina C miedzy pewnymi punktami.

Niech C\ K = U; UU; UUs U ... gdzie U; sa rozlacznymi, niepustymi spéjnymi
zbiorami otwartymi. Pozostaje wykazaé, ze ciag zbioréw U; skiada sie tylko z dwoch
wyrazéw, oraz ze OU; = K = 0Us,.

Na poczatek zauwazmy, ze niezaleznie od tego ile jest zbioréw U;, to dla kazdego
0U; = K. Istotnie z definicji brzegu wynika, ze 9U; C K. Gdyby inkluzja byla
wlasciwa, to zbiér OU; bylby zwarty w zbiorze homeomorficznym z odcinkiem, a
wiec na mocy Wn.14.4 nie rozcinatby, co prowadzi do sprzecznosci bo OU; oczywiscie
rozcina sfere. Mamy zatem dla kazdego i réwnoéé OU; = K. Pokazemy teraz, ze
w ciagu U; wystepuja dokladnie dwa zbiory. Zalézmy przeciwnie, tzn. ze mamy co



80

najmniej trzy (niepuste) zbiory Uy, Us, Us oraz, ze zbiér Us jest ograniczony (nie
zawiera c0). Wybierzmy dowolny punkt ps € Us oraz rozpatrzmy dowolna prosta
przechodzaca przez ten punkt. Mozna na niej wybraé¢ punkty a, b takie, ze ps € [a, b
oraz [a,b|N K = {a,b}. Punkty a,b € K dziela K na dwa tuki K i K_ o wspdlnych
konicach. Rozpatrzmy zbiér K U [a,b]. Wybierzmy punkty p; € Uy oraz py € Us.
Zbiér K, a wiec tym bardziej K U [a, b] rozcinalby sfere miedzy punktami p; i ps.
Pokazemy, ze jednak nie jest to mozliwe. Zauwazmy, ze zbiory K, U [a,b] oraz
K_ U [a,b] nie rozcinaja sfery miedzy punktami p; i pa, bowiem 0U; = K = 9Us.
Wynika stad na mocy Wn., ze KU][a,b] = (K4 U]la, b])U(K_U]la, b]) tez nie rozcina
miedzy tymi punktami, co prowadzi do sprzecznosci. O



