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TOPOLOGIA ROZMAITOSCI

Rozmaitosci

Rozmaitoscia topologiczna nazywa sie przestrzen Hausdorffa, posiadajaca baze
przeliczalng i lokalnie homeomorficzna, z przestrzenia kartezjanska. Mapa na roz-
maitosci nazywamy podzbiér otwarty U C M wraz z homeomorfizmem h : U — R™.

Zbiér map {(U;, h;) }ier nazywamy atlasem jesli {U;};cs jest pokryciem M.

Rozmaitoscia topologiczna z brzegiem nazywa sie przestrzen Hausdorffa, posi-
adajaca baze przeliczalng i lokalnie homeomorficzna, z pét-przestrzenia, kartezjanska
tzn. R} := Ry x R*™ = {(21, ..., 2,) |21 > 0}. Zbiér punktéw w M przechodzacych
przy pewnej mapie na punkty w R"~! nazywamy brzegiem rozmaitoéci M i oz-

naczamy OM.

Jedli kazdy punkt rozmaitosci topologicznej M posiada otoczenie homeomorficzne
z podzbiorem ustalonej przestrzeni R™, to méwimy ze M jest n-wymiarowa. Sktadowe
spojne dowolnej rozmaitosci sa rozmaitosciami okreslonego wymiaru, Rozmaitoscia,

zamknieta, nazywamy zwarta, i spdjna rozmaitosé (bez brzegu).

Struktura gladka na M nazywamy maksymalny atlas {U;, h;};cr taki, ze wszys-
tkie odwzorowania przejscia h; hi_1 sg, gladkie. Rozmaitos¢ topologiczng z wyrdzniona,
struktura, gtadka nazywamy rozmaitoscia gltadka, lub w skrocie rozmaitoscia. Odw-
zorowanie f : M — N nazywa sie gltadkie, jesli jego zlozenia z dowolnymi mapami
sa, gladkie, Analogicznie definiuje gladka rozmaitos¢ z brzegiem. Brzeg rozmaitosci
gladkiej jest rozmaitoscig gladka. W kategorii rozmaitosci gladkich istnienie suma

prosta (rozlaczna), i iloczyn kartezjariski.

Moéwimy, ze rozmaito$¢ zwarta M ogranicza jesli istnieje rozmaito$¢ z brzegiem
W taka, ze brzeg OW jest dyfeomorficzny z M. Dwie rozmaitosci zwarte M , N
nazywamy bordycznymi jesli istnieje rozmaitos¢ z brzegiem W, ktorej brzeg OW jest

dyfeomorficzny 7z suma roztacznag M [[ N. Bordyzm jest relacja réwnowaznosci.

Pierscien bordyzmu rozmaitosci

Rozpatrzmy zbiér klas dyfeomorfizmu rozmaitoéci zwartych - jest to w istocie
zbior, gdyz kazda zwarta rozmaitosé jest dyfeomorficzna z podzbiorem przestrzenie

R*>°. W tym zbiorze wprowadzamy relacje bordyzmu; zbiér klas réwnowaznosci tej
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relacji bedziemy oznaczaé N, W zbiorze N, mozna wprowadzi¢ szereg dodatkowych
struktur. Dla dowolnych klas bordyzmu rozmaitosci [M], [N] definiujemy:
Dodawanie [M]+ [N] := [M ][ N]

MnoZenie [M][N] := [M x N]

Gradacja Dla kazdego k > 0 jest wyrézniona podgrupa Ny C N, skladajaca sie z

klas bordyzmu rozmaito$ci wymiaru k . Dla k < 0 przyjmujemy Ng = 0.

Stwierdzenie. Zbior N, z wymienionymi strukturami jest pierscieniem z gradacjq

(a nawet algebrq nad ciatem Fy ).

Zadanie. Na podstawie twierdzen o klasyfikacji rozmaitosci wykazaé, ze Ny ~ Zo,

Ny ~ 0, Ny >~ Zs. Znacznie trudniej jest wykazaé, ze N3 = 0.

Pierscien N, rozszerza sie do funktora N, : top — Ab* z kategorii przestrzeni
topologicznych do kategorii grup z gradacja, majacego pewne wlasnosci, pozyteczne

do obliczenia N,

Dla dowolnej przestrzeni X zdefiniujemy grupe abelowa N,(X) W tym celu
wprowadzimy pewne definicje: rozmaitoscia singularng w X nazwiemy odwzorowanie
ciagle f : M — X |, gdzie M jest rozmaitoscia zwarta (bez brzegu). Rozmaitosé sin-
gularna ¢ : M — X ogranicza, jesli istnieje rozmaito$¢ z brzegiem W Dwie oraz
odwzorowanie ciagle F': W — X takie, ze istnieje dyfeomorfizm h : M ~~ 0W oraz
F o h = ¢. Dwie rozmaitosci singularne f; : M; — X nazwiemy brodycznymi, jesli
suma fi [[ fo : My ][ M2 — X ogranicza.

Zbiér klas bordyzmu rozmaitosci singularnych w X oznaczamy N, (X); oczywiscie
N.(pt) = N,.. W zbiorze N,(X), podobnie jak w N, istnieje okreslona analog-
icznie struktura grupy abelowej (a nawet przestrzeni wektorowej nad Fy z gradacja.)
Mnozenie nie jest na og6t okreslone ”wewnatrz” grupy N, (X). Dla dwéch przestrzeni
X,Y mamy natomiast mnozenie N,(X) X N,(Y) — N,(X X Y). Dla rozmaitosci
singularnych ¢ : M — X oraz ¢ : N — Y definiujemy [¢] W] = [¢p x ¢ :
M x N — X xY]. Mnozenie to jest dwuliniowe, Dla dowolnej przestrzeni X mnozenie
N.(pt) x Nu(X) — N(pt x X) = N,(X) wyznacza na N, (X) strukture N,-modutu
z gradacja,.

Dla dowolnego odwzorowania ciagltego f : X — Y definiujemy homomorfizm
indukowany fy : Nu(X) — N, (Y) wzorem f.([¢]) := [f o ¢].

Stwierdzenie. Istnieje funktor N,(—) : Spaces — N,—mod spelniajgcy nastepujgce
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warunks:
(H) )Homotopia Jesli przeksztalcenia fo ~ f1 sq homotopijne, to fo. = fix.

(MV) )Ciag Meyera-Vietorisa Dla dowolnych podzbioréw otwartych takich, Ze
Ui UU,; = X istnieje dtugi ciqg doktadny funktorow:

114 Dl 1% —J2% o
.. = Np(UhNU) 22225 N (U) DN, (U) 22725 Np(X) D Njpy (UhNUs) — ..

przy czym homomorfizm 0 jest homomorfizmem N,-moduléw z gradacjq

(stopnia -1)

Dowod. Wlasnosé homotopii wynika wprost z definicji. Niech F': X x I — Y bedzie
homotopia. Wtedy dla dowolnej rozmaitosci singularnej ¢ : M — X odwzorowanie
Fo(¢xid): M x I —Y jest bordyzmem miedzy foo ¢ a fi o ¢.

Zdefiniujemy homomorfizm brzegu 0 w ciagu Mayera-Vietorisa; pozostale sa in-
dukowane przez odpowiednie inkluzje. Niech ¢ : M — X bedzie rozmaitoscia sin-
gularng. Rozwazmy pokrycie M zbiorami V; := ¢~ 1(U;). Istnieja podrozmaitosci z
brzegiem M; C M pokrywajace M takie, ze M; C V; oraz My N My = 0M; = OM,.
Definiujemy 0[¢] := [¢|0M;]. Pozostaje udowodni¢ istnienie podrozmaitosci M; oraz

niezaleznos¢ definicji 0 od ich wyboru. [

Rozwaza sie tez zredukowane tzw. grupy zredukowane
N.(X) :=ker{N,(X) = N, (pt)}
speliajace nieco zmodyfikowane (uwaga na zbiér pusty!) warunki (H) i (CV).

Zadanie. Wykazaé, ze N, (S™) jest wolnym modutem nad N, z dwoma generatorami:
w wymiarze 0 (reprezentowanym przez wloZenie punktu) i w wymiarze n (reprezen-
towanym przez identycznosé [S® — S"]). N, (S™) jest modulem z jednym genera-

torem w wymiarze n (reprezentowanym przez identycznosé [S™ — S"]).

Stwierdzenie. Dla dowolnej przestrzeni X oraz n > 0 homomorfizm mnoZenia
N.(X) ®n, N.(S™) — N.(X x S™) jest izomorfizmem i indukuje izomorfizm
N.(X) = N, (XL AS™).

Zadanie. Obliczyé algebre bordyzmu produktu sfer N,(S™ X ... x S™).



Wiazki wektorowe - kroétki kurs

Niech F bedzie cialem R,C lub H a V' (skoriczenie wymiarowsa) przestrzenia wek-

torowa nad F.

Produktowa wiazka wektorowa z wléknem V nad przestrzenia X nazywamy

rzutowanie prx : X x V. — X.

Trywialna wigazka wektorowa z wloknem V nazywamy przeksztalcenie ciagle
p: E — X takie, ze dla dowolnego z € X w przeciwobrazie (wléknie) E, := p~!(z)
zadana jest struktura przestrzeni wektorowej nad F', oraz istnieje homeomorfizm
h:E — X xV taki, ze pry o h = p oraz dla kazdego x € X, h : p~1(z) — V jest

izomorfizmem liniowym.

Wiazka wektorowa (lokalnie trywialng) )nad X nazywamy przeksztalcenie
ciagle p : E — X takie, ze dla dowolnego x € X w przeciwobrazie (wtéknie) p~!(x)
zadana jest struktura przestrzeni wektorowej nad F' oraz istnieje pokrycie otwarte

{U;}ier takie, ze wiazki p : p~1(U) — U sa trywialne.

Najwazniejszym przykladem wiazki wektorowej jest wigzka styczna do rozmaitosci
rézniczkowe].

Morfizmem wiazek wektorowych p; : E; — Xnad przestrzenia X nazywamy przek-
sztalcenie ciagle ¢ : F'y — F» takie, ze dla kazdego x € X obciecie ¢, : E1, — FEo,
jest przeksztalceniem liniowym. Kategoria wigzek wektorowych nad punktem to po
prostu kategoria przestrzeni wektorowych. W kategorii wigzek wektorowych nad
X istnieje suma prosta i iloczyn kartezjaniski dwéch wiazek (sa one izomorficzne).
Podobnie jak w kategorii przestrzeni wektorowych na wiazkach wektorowych mozna
wykonywaé réwniez inne operacje takie jak: iloczyn tensorowy, wigzka homomor-

fizmow, wigzka sprzezona.

Zadanie. Sklejanie wiqzek. Niech X = X1 U X9 oraz A = X1 N X5. Trojke
(E1, ¢, E2) nazywamy danymi sklejenia jesli E; — B sq wigzkami wektorowymi a
¢ : E1|A — E3|A izomorfizmem wiqzek (funkcjq sklejajacq). (Jesli E;|A sq try-
wialne, to ¢ mozna utoZsamiaé z odowzorowaniem cigglym f : A — GL(n,C).)
Przez E(¢) — X oznaczamy wigzke taka, ze E(¢) = Fy U Ey/(e ~ ¢(e)). Wykazal,
ze E(p) — X jest wigzka wektorowq oraz jesli Vi« B; — E; jest automorfizmem, to

E(¢) =~ E(¢yn) ~ E(429),

Zadanie. Jgdro i kojgdro morfizmu wigzek ¢ : E — E' nad ustalong przestrzeniq

X takiego, ze rzad(fy) = const jest wigqzkq wektorowq. Uwaga: Wynika stad, Ze
4



kazda podwiqzka posiada podwigzke dopetniajgcq. Dopelnienie podwiqzki trywialne; w

wiqzce trywialnej nie musi byé wiqzkq trywialng. - por. Zad. 9.

Zadanie. Jesli wiqzka wektorowa nad przestrzeniq parazwartq posiada skonczone

pokrycie trywializujgce to zanurza sie w skonczenie wymiarowq wiqzke trywialng.

Zadanie. Zauwazyé izomorfizm wigzek rzeczywistych: TS™ @ 01 ~ "+ (0™ oz-
nacza wigzke trywialng wymiaru n.) Czy zachodzi on takZe dla n = 2, gdy rozpatru-

jemy wiqzki zespolone?

Jesli f: Y — X jest przeksztalceniem cigglym, to mozna ”przeciggaé” przy jego
pomocy wigzki znad X nad Y. Doktadniej, dla wiazki p : F — X definiujemy wiazke
f'E:={(y,e) €Y xE |ple) = f(y)} ﬂ Y. Latwo sprawdzié, ze p’ jest wigzka
wektorowa. Ta konstrukcja wyznacza funktor f': Vect(X) — Vect(Y), zachowujacy

sume prosta, iloczyn tensorowy i inne konstrukcje na wiazkach.

Przekrojem wiazki wektorowej p : E — X nazywamy dowolne odwzorowanie

s: X — F takie, ze po s = idx. Dowolna wigzka ma przekrdj zerowy s(x) := 0,,.

Zadanie. Wykazaé, ze zbior przekrojow T'(E) wigzki wektorowej p : E — X jest
modutem (projektywnym) nad pierscieniem funkcji cigglych C’(X) na przestrzeni X.

Rozmaitosci Grassmanna i wiazki uniwersalne

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa (nad R lub C) a k nieujemng liczba
catkowita. Bedziemy rozpatrywa¢ zbiér k-wymiarowych podprzestrzeni w V', oz-
naczajac go G (V). W tym zbiorze mozna w sposéb naturalny wprowadzi¢ topologie
ilorazowa pochodzaca z przestrzeni, ktérej elementami sa uklady & wektoréw liniowo
niezaleznych, posiadajacej topologie podprzestrzeni produktu V x ... x V. Przek-
sztalcenie przypisujace dowolnemu uktadowi k wektoréw l.n. (vq, .., vg) podprzestrzen

generowana, przez ten uklad jest oczywiscie surjekcja na Gy (V).

Przestrzenie Thoma

1. Niech £ — X bedzie n-wymiarowa rzeczywista wiazka wektorowa. Wykazac,
ze nastepujace konstrukcje przestrzeni Thoma, oznaczanej Th(FE), sa naturalnie
homeomorficzne:

a) P(E @ 1)/P(E), gdzie P(—) oznacza funktor projektywizacji;
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b) D(E)/S(F), gdzie S(F) C D(FE) C E oznacza odpowiednio wigzke sfer i wigzke

dyskéw w pewnej metryce na E;

d) Jesli X jest przestrzenia zwarta, Et := E U {00}, jednopunktowe uzwarcenie

przestrzeni E.

Uwaga Dla wiazki zerowymiarowej nad X definiujemy przestrzenn Thoma jako
X JT{o0}, ktéra takze bedziemy oznaczaé X .

. Przeksztalcenie ciagle f : Y — X indukuje przeksztalcenie przestrzeni Thoma
Th(f*E) — Th(FE). Zbada¢ zachowanie si¢ funktora Th ze wzgledu na sklejanie i

Sciskanie wiazek.

. Dla pary wiazek wektorowych FE; — X, istnieje naturalny homeomorfizm
Th(Ey x Eg) ~ Th(E;) A Th(E3). W szczegblnosci Th(E @ n) ~ L"Th(E).

. Wykazadé, ze przeksztalcenie przekatnej A : Th(E) — X T ATh(E) zadane wzorem
A(e) = [p(e), e] oraz p(oo) := [00, 0] jest ciagle.

. Niech Hy — P(V) bedzie wiazka kanoniczna nad przestrzenia rzutows. Istnieje
homeomorfizm Th(Hy) ~ P(V & 1) przeprowadzajacy przekrdj zerowy P(V) C
Hy C Th(Hy) na podprzestrzen P(V') C P(V@1). a uzwarcenia wiékien na liniowo
zanurzone podprzestrzenie P(L & 1) C P(V @& 1), gdzie L C V jest podprzestrzenia,

jednowymiarowa,.



Pierscien kobordyzmu

Wprowadzimy teorie kohomologii, zwana teoria kobordyzmu. W odréznieniu od
teorii bordyzmu, dla dowolnej rozmaitosci, niekoniecznie zwartej, zdefiniujemy
pierscienn N*(X) (a nie tylko grupe!) w sposéb funktorialny kontrawariantnie zalezacy
od X.

NY{(X):={¢p:Z — X : dimX — dimZ = q , f gladkie, wlasciwe} /kobordyzm

Struktura grupy, podobnie jak w definicji bordyzmu, jest dana przez sume rozlaczna

rozmaitosci. Zauwazmy, ze N9(pt) = N_,(pt), a nawet ogélniej:

Dwoistosé Poincaré. Jesli X jest zwartq n-wymiarowq rozmaito$cia, to zachodzi
izomorfizm: N9(X) ~ N,,_,(X).

Zadanie. Napisaé ciqg doktadny Mayera-Vietorisa dla N*(—) i sprawdzié jego

doktadnosé.

Dla odwzorowania gladkiego f : X — Y definiujemy homomorfizm f* : N4(Y) — N?(X)
w spos6b nastepujacy: dla dowolnego [¢] € N9(Y) znajdujemy reprezentanta [¢]
takiego, ze ¢’ jest transwersalne do f i definiujemy f*([¢]) := [Z xy X — X]. Mozna
sprawdzi¢, ze ta definicja nie zalezy od dokonanego wyboru. W ten sposéb N* zostalo

zdefiniowane jako funktor do kategorii grup z gradacja.

Struktura multyplikatywna. Dla dowolnych rozmaitosci X, Y iloczyn kartezjanski

odwzorowan definiuje dwuliniowe odwzorowanie:

NP(X) x NU(Y) = NPH(X x V).

Latwo jest sformutowaé i sprawdzié¢ wlasnosci tacznosci i przemiennosci tego mnozenia
(podobnie jak w przypadku bordyzmu). Ktadac X = pt otrzymujemy (znéw podob-
nie jak w przypadku bordyzmu) strukture N* := N*(pt)-modutu na N*(Y).

W odréznieniu od bordyzmu, x definiuje wewnetrzne mnozenie (oznaczane U) w
grupach N*(X) w nastepujacy sposéb: Niech A : X — X x X bedzie przekatng tzn.

A(z) := (z,z). Mnozenie U okreslamy jako zlozenie:
NP(X) x N9(X) = NPH(X x X) 25 N7H(X),

Latwo sprawdzi¢, ze U zadaje w N*(X) strukture pierdcienia a f* jest homomorfz-

imem pierscieni oraz homomorfzimem N*-modulow.
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Zadanie. Wykazaé, ze ¥ q > 0 istnieje izomorfizm pierscieni N*(S%) ~ N*[z]/(z?),
przy ktérym x przechodzi na klase [pt — S7] € N9(S9).

Kobordyzm przestrzeni z wyr6znionym punktem. Niech w rozmaitosci X
bedzie wyr6zniony punkt zg a ¢, : pt — X bedzie wlozeniem ¢, (pt) := z¢. Zdefini-

ujemy grupe (a nawet ideal):

5

N*(X, z0) = ker { N*(X) —2 N*(pt)}.
Odwzorowanie gladkie f : (X,z9) — (Y,yo) definiuje oczywiscie homomorfizm
f*: N*(Y,y0) — N*(X, xp).
Grupa N*(X,zq) jest izomorficzna z N*(X) := coker{c* : N*(pt) — N*(X)},

gdzie ¢ : X — pt jest odwzorowaniem stalym (lewa odwrotnoscia cg,). Jesli
wybér punktu wyrdznionego jest oczywisty bedziemy stosowaé kroétsze oznaczenie
N« (X) = N*(X, z0).

Pierscien (bez jednosci) N*(X,xg) mozna zdefiniowaé takze wtedy, gdy X jest roz-

maitosdcia poza punktem zg, tzn. X \ xo jest rozmaitoscia:

NUX):={¢:Z — X\xp : dimX—dimZ = q , f gladkie, wlasciwe w X } /kobordyzm

Zadanie. Sprawdzié, Ze jesli X jest rozmaitodciq, to N*(X U pt,pt) ~ N*(X) oraz
jesli xg € X, to powyisze dwie definicje N*(X, xg) sq zgodne.
Zadanie. Sprawdzié, Ze x definiuje odwzorowanie dwuliniowe:
N?(X,m) x NUY, o) = NPTUX AY, [0, 0)),
ktore dla'Y = S zadaje izomorfzim

N*(X,20) Qn+ N*(S9,yo) ~ N*(X A S, [0, yo))-

Izomorfizm Thoma i klasa Eulera

Niech E — X bedzie ¢-wymiarowa rzeczywista wiazka wektorowa nad rozmaitoscia,
X, a s : X — FE jej przekrojem zerowym. Okreslimy element, zwany klasa
Thoma tej wiazki Ug = [so : X — Th(E)] € N9(Th(E)) jako klase kobor-
dyzmu przekroju zerowego. Dla kazdego punktu x € X obciecie klasy Thoma

Ug|z € N4(Th(E,)) ~ N9(S?) jest generatorem N*(S?) jako N*-moduhu.
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Przy pomocy klasy Thoma i struktury multyplikatynej mozemy okresli¢c homomor-

fzim N*-moduléw s, : N*(X) — N*t9(Th(E)) Rozwazmy w tym celu superpozycje:

N*(X*) x N9(Th(E)) & N*+9(X+ A Th(E)) 25 N**(Th(E))

gdzie przeksztalcenie przekatnej A : Th(E) — X+ A Th(F) zadane jest wzorem
A(e) = [p(e),e] oraz p(oco) := [oo,00]| (sprawdzié, ze jest ciaglte). Definiujemy
sy([¢] == A*([¢] A U)

Twierdzenie Thoma o izomorfizmie. Dla dowolnej q-wymiarowej wiqzki wek-
torowej E — X homomorfizm s, : N*(X) — N*t4(Th(E)) jest izomorfizmem

N*-modutow.

Klasa Eulera g-wymiarowe]j wiazki wektorowej £ — X nazywamy element e(E) :=
s;(Ug) € NY(X). Zauwazmy, ze e(FE) jest podrozmaitoscia w X otrzymana w wyniku
transwersalnego przeciecia jej sama ze soba w rozmaitosci F. Konstrukcja klasy

Thoma na nastepujace wtasnosci:

Twierdzenie. Konstrukcja klasy Eulera E ~~ e(E) ma nastepujgce wlasnodci:
Jesli E — X ma nigdzie nie znikajacy przekrdj, to e(E) = 0;
Dla przeksztatcenia f 1Y — X zachodzi réwno$é f*e(F) = e(f*E);

Dla wigzek wektorowych Eq, Ey — X zachodzi réwno$é e(E1®Es) = e(E1)Ue(Es).

Przyjrzyjmy sie dokladniej klasie Thoma i klasie Fulera wiazki kanonicznej nad

(rzeczywista) przestrzenia rzutows,.

Zadanie. Niech V' bedzie rzeczywistq przestrzeniq wektorowq a Hy — P(V)
bedzie wiqzkq kanoniczng nad jej przestrzeniq rzutowq. Istnieje homeomorfizm
Th(Hy) ~ P(V & R) przeprowadzajacy przekrdj zerowy P(V) C Hy C Th(Hy) na
podprzestrzenn P(V) C P(V @ R). a uzwarcenia widkien na liniowo zanurzone pod-
przestrzenie P(L®R) C P(V@R), gdzie L C V jest podprzestrzeniq jednowymiarowq.
(Jesli V-=R" to wigzke kanoniczng bedziemy oznaczaé H, — P".)

Przy opisanych w zadaniu homeomorfizmach klasa Thoma Uy € N (Th(Hy))
odpowiada wlozeniu P(V) C P(V & R), natomiast klasa Eulera e(Hy) € NY(P(V))
jest klasa dowolnego wtozenia P(V') C P(V), gdzie V' C V jest dowolng pod-
przestrzenia, liniowa kowymiaru 1. Zauwazmy, ze Uy = e(Hygr). W przypadku

gdy V = R™ bedziemy oznaczaé¢ Uy = U, oraz e(Hy) = e,.
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Pierscien kobordyzmu przestrzeni rzutowych

Obliczymy N*(P™) jako N*-algebre, a nawet ogélniej: dla dowolnej rozmaitosci X
bedziemy rozwazaé¢ N*(X xP™) jako N*(X)-algebre, poprzez homomorfzim pierscieni
indukowany przez projekcje p; : X x P* — X. Bedziemy rozwaza¢ wiazke liniows,
X x H, RN G P™, ktore jest izomorficzna 7z wigzka przeciagnieta psH, gdzie

p2 1 X X P — P” jest rzutowaniem na druga wspolrzedna,.

Twierdzenie. Istnieje izomorfizm pierscieni z gradacjq
$n: N*(X)[en]/(en™h) — N*(X x P"),

gdzie deg(e,) = 1 ktdry przeprowadza generator e, na klase Fulera wiqzki

X x H, “22, x x pn (oznaczang takze ey, ).

Dowdd. Indukcja po n; dla n = 0 twierdzenie jest oczywiste; (dla n=1 por. zadanie
?7). Zalézmy, ze ¢,_1 jest dobrze zdefiniowane i jest izomorfizmem. Twierdzenie
Thoma implikuje, 7e s, : N*(X x P*~1) — N*(X+t AP") C N*(X x P") jest
izomorfizmem N*(X)-moduléw. Z kolei odwzorowanie ilorazowe definiuje zanurzenie
pierscieni N*(X+ AP?) € N*(X x P*) oraz N*(X x P*) = im(p%) @ im(sy) jako
N*(X)-moduly. Zlozenie N*(X x P"~1) 2% N*(X x P) N (X x P"~1) polega
na mnozeniu przez element e,_;. Wynika stad, ze element e]! = sh(ez:}) U e, jest

generatorem wolnego N*(X)-modutu ker(i,). O

Whniosek. Istnieje izomorfizm pierscieni z gradacjq
brom N*[z,y]/ (", y™ ) — N*(P" x P™),

gdzie deg(x) = deg(y) = 1 ktdry przeprowadza generator x na klase Fulera wiqzki

piH,, natomiast generator y na klase Eulera wiqzki p5H,,.

Z wniosku wynika, ze dowolny element w N?(P™ x P™) mozna zapisa¢ w postaci:

D i<n.j<m ai;jx'y’ gdzie deg(aij) + i+ Jj = q, czyli a;j € N97477.

Grupy formalne

Niech R* bedzie pierscieniem z gradacja takim, ze RY = 0 dla ¢ > 0. Bedziemy
rozwazaé pierscien z gradacja szeregéw formalnych od dwoéch zmiennych x,y w
gradacji 1, i1 oznacza¢ go R*[[z,y]]. W gradacji n tego pierscienia leza elementy
postaci Zi,j>0 ai;jx'y’ takie, ze deg(ai;) = —i — j + 1. Zauwazmy, ze R*[[z,y]] =
inv.lim,, , R*[z,y]/(z",y™) gdzie granica odwrotna jest brana w kategorii grup z

gradacja.
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Definicja. Grupq formalna nad pierscieniem R* nazywamy szereg dwéch zmiennych

F € R*[[x,y]] taki, Ze spelniona sq nastepujgce warunki:
(Element neutralny) F(z,0) =z, F(0,y) =y.
(Laczno$é) F(F(x,y),z) = F(z, F(y, z)),

Grupa nazywa sie przemienna, jesli spetniony jest warunek:

(Przemienno$é) F(z,y) = F(y, x).

Stwierdzenie. Dowolna przemienna grupa formalna posiada doktadnie jeden ele-
ment odwrotny tzn. ¢(z) € N*[[z]] ¢(0) = 0 taki, ze F(x,d(z)) =0

Przyklad. Dla dowolnego pierscienia R* definiujemy grupe addytywnag Fy(x,y) =
x+y. Dla dowolnego a € R™1 okreslamy grupe multyplikatywna Fy(z,y) = x+y+azy.

Rozwazmy funktor GF : Rings — Set, z kategorii pierscieni z gradacja do
kategorii zbioréw z wyrréznionym punktem, przypisujacy pierscieniowi R* zbidr
GF(R*) grup formalnych nad R* a dowolnemu homomorfizmowi pierscieni « :
R — S odwzorowanie polegajace na przyporzadkowaniu grupie formalnej F(z,y) =
Zi,j>0 ai;x'y’ szeregu o, F := Zi,j>0 a(aij)zly?, ktory takze oczywiscie jest grupa

formalna,.

Stwierdzenie. Funktor GF : Rings — Set, jest reprezentowalny tzn. istnieje
(doktadnie jedna) grupa formalna (L, Fr) taka,ze Hom(R,S) 3 a ~ a,F, € GF(R)
jest biyjekcjq.

Zbiér GF(R) ma bogatsza strukture, a mianowicie malej kategorii. Morfizmem grup
formalnych ' — G nad tym samym pierscieniem R* nazywamy szereg jednej zmi-
ennej postaci ¢(z) = > .o, a:x’ taki, ze aF(z,y) = G(a(x), a(y)) Zbiér morfizméw
F — G oznaczamy homp- (F,G) Morfizm ¢(x) jest izomorfizmem wtedy i tylko wt-
edy gdy a; € R? jest elementem odwracalnym. Morfizm odwrotny oznaczamy o~ '.

Oczywiscie (coa™t)(z) =z

Przyklad. Zalozimy, ze R* jest takze Q -algebrq. Wtedy grupa addytywna F.y i
grupa multyplikatywna F, (dla dowolnego a € R™1) sq izomorficzne. Izomorfizm jest
zadany przez szereg a(z) = a~1(e®® — 1) a szereg odwrotny przez a”tlog(1 + ax).
Uwagi: 1. a nie musi byc odwracalny!. 2. Nad cialem charakterystyki dodatniej

grupa addytywna i multyplikatywna nie muszq byé izomorficzne!
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Zadanie. Rozwazmy w pierscieniu szereqgow formalnych jednej zmiennej R*[[x]]1 el-
ementy gradacjyi 1. Grupa formalna F nad R* zadaje w tym zbiorze strukture grupy
wzorem (¢ xp ) (z) := F(p(x), ¥ (x)). Homomorfizm grup formalnych nad R* zadaje

homomorfizm odpowiadajqcych im grup.

Twierdzenie (Lazard). Niech R* bedzie pierscieniem charakterystyki 2 a F(z,y)
grupq formalng nad R* takq, ze F(x,z) = 0. Wtedy grupa formalna F jest izomor-
ficzna z grupq addytywna, przy czym istnieje dokltadnie jeden szereg a(x) = x+ayx%+

asz> + ... zadajacy ten izomorfizm taki, ze aj =0 jesli j = 2¢ — 1 dla pewnego i.

Uwaga. Jesli a # 0 to grupa addytywna Fy @ multyplikatywna F, nad pierscieniem

charakterystyki 2 nie sq izomorficzne.

Skonstruujemy uniwersalna grupe formalna dla grup nad pierscieniami charak-
terystyki 2, spehmiajacymi warunek F(x,z) = 0. Niech L := Zs|as, a4, as, ..| bedzie
piericieniem wielomianéw z gradacja; dega; = —1 przy czym i # 27 — 1. Zdefini-
ujemy szereg I(x) € L[[z]] wzorem I(z) := x + Y, a;a""!. oraz grupe formalna
Fr(z,y) =171 (l(x) + U(y))-

Stwierdzenie. Grupa formalna (L, F1) jest uniwersalna wsréd grup formalnych nad

pierscieniami charakterystyki 2, spetniajgcych warunek F(xz,x) = 0.

Dowdd. Niech (R,F) bedzie dowolna grupa formalna, spehliajaca zalozenia
twierdzenia Lazarda. Niech a(z) = z + Y2, 05 4 bzt jedynym szeregiem us-
tanawiajacym izomorfizm miedzy F' a grupa addytywna. Zdefiniujmy homomor-
fizm ¢(a;) = b;, czyli tak, aby ¢.l = . Mamy: ¢.Fr, = ¢.(I71((x) + I(y))) =
Gl H(Bul(7) + ¢ul(y)) = a7 Ha(@) + aly)) = F(z,y). O

Grupa formalna kobordyzmu

Wprowadzimy nowa strukture algebraiczna w pierscienia kobordyzmu N*, ktéra
bedzie pomocna do jego obliczenia. Dla dowolnych n,m rozpatrzmy zewnetrzny
iloczyn tensorowy wigzek kanonicznych H,®H,, nad P" x P™ i jego klase Eulera
e(H,®H,,) € N'(P* x P™). Z ostatniego wniosku wynika, ze

e(H,®Hy,) = +y + Z aijxiyj.
0<i<n ,0<5<m
i co wigeej wspdlezynniki a;; = a;; dlan <n' ,m <m’ orazi <n ,j < m. Podazajac

z n, m do nieskonczonosci otrzymujemy szereg formalny nad N*
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F(a:,y) == +y + Z aija:iyj
1>0,7>0

gdzie a;; € N —(+7=1) taki ze dla dowolnych wiazek jednowymiarowych E, F — X
mozemy przy jego pomocy obliczyé e(E ® F) :

e(E® F)=e(E) +e(F) + Z aije(E)le(F).

Stwierdzenie. Szereqg Fiy+ jest przemienng grupq formalng przy czym Fn«(xz,x) = 0.

Dowolny szereg dwéch zmiennych nad pierscieniem R, speiniajacy powyzsze warunki
nazywa sie grupa formalna nad R.

Obliczymy wspdétczynniki szeregu F. W tym celu dla dowolnych n,m znajdziemy
odwzorowanie fy, ,, : P xP™ — P takie, ze f;:,mH,« = H,,®H,,. Odwzorowanie frn,m
jest znanym w geometrii algebraicznej zanurzeniem Segre (r = (n +1)(m +1) — 1)

danym wzorem fy, o ([to;t1; .3 tnl, [205 -5 Zm]) = [to%0; -1 tiZj5 .. tn2m]. ete....

Stwierdzenie.

T+ Y+ 2 msonso H (M, n)e™y"
P(z)P(y)

FN*(.T,Z/) =

gdzie P(z) :== > ,[Plz* a H(m,n) sq rozmaitosciami Milnora.

Pokazemy, ze Fn- jest uniwersalna grupa formalna wsréd grup speiiajacych
zalozenia twierdzenia Lazarda. Na razie mamy tylko homomorfizm ¢ : L — N*
taki, ze ¢.Fr = Fpn+. Ten homomorfzim definiuje na pierécieniu kobordzymu N*
strukture L-modutu. Pokazemy najpierw, ze ¢ jest monomorfizmem a nastepnie, ze

jest epimorfizmem.

Multyplikatywne klasy Thoma i transformacje multyplikatywne
Przypomnijmy uniwersalng wlasnos$é teorii kohomologii N*(—) :

Stwierdzenie. Dla dowolnego funktora kontrawariantnego K : Spacesp, — Ab
posiadajgcego transfer dla odwzorowan wta$ciwych oraz dla dowolnego elementu

a € K(pt) istnieje dokladnie jedna transformacja naturalna ®, : N* — K taka,

Ze D, (pt)(1) =a
13



Dla dowolnego homomorfizmu h : L — R bedziemy rozpatrywaé funktor z kategorii

przestrzeni z wyrdznionym punktem do kategorii grup abelowych z gradacja;:

N (X):=N*(X)®L R

Uwaga. Funktor N;L‘(X) zachowuje wszystkie wtasnosct teorit kohomologii N*, z
wyjatkiem ciqgu doktadnego Mayera-Vietorisa, poniewaz iloczyn tensorowy nie jest

w ogdlnosci funktorem dokladnym!

Poprzednio dowolnej g-wymiarowej wigzce wektorowej £ — X przyporzadkowalismy
kanoniczng klase Thoma t(E) bedaca klasa kobordyzmu przekroju zerowego. Dla
dowolnego homomorfizmu h przy jej pomocy definiujemy kanoniczna klase Thoma
th(E) := t(E) ®, 1 € NJ(Th(E)). Mnozenie przez kanoniczna klasa Thoma t(E)
definiuje izomorfizm Thoma, takze dla funktora N;(—). Wprowadzimy ogélniejsza

definicje:

Definicja. Multyplikatywng klasq Thoma (MKT) dla funktora N;(X) nazywamy
przyporzadkowanie kazdej q-wymiarowej wigzce wektorowej E — X elementu u(E) €
NJ(Th(E)) w taki sposdb, ze

(Naturalnosé) f*(u(E)) = u(f*E)
(Multyplikatywnos¢) u(Fq x Fy) = u(FE7) x u(E3)
(Normalizacja) u(R) = #(R) ®7 1 € N}(S).
Oczywiscie t,(—) jest MKT ; jednak nie kazda MKT zadaje izomorfizm N™(X) —

N*™(Th(E)), bo w dowodzie twierdzenia o izomorfizmie Thoma korzysta si¢ z ciagu

doktadnego!

Twierdzenie. Dla dowolnej MKT u(—) w N} (—) istnieje doktadnie jedna stabilna,

multyplikatywna transformacja naturalna
0y : N*(—) — N;;(—).
taka, Ze dla dowolnej wiqzki E — X zachodzi 0,(t(E)) = u(FE).

Dowdd. Wybér multyplikatywnej klasy Thoma definiuje transfer dla funktora N w(—).

Stad z wlasnosci uniwersalnosci istnieje zadana transformacja.

Klasy rozrézniajace. Okazuje sie, ze dowolng multyplikatywna klase Thoma w

N (—) mozna wyrazi¢ przez kanoniczng klase Thoma t,(E) € N9(Th(E)). Klasa
14



ta definiuje izomorfizm Thoma t,(F) U — : N)(X) — NZ(Th(E)). Zadana mul-
typlikatywna klasa Thoma u(—) wyznacza elementy v(E) € NP(X) dane wzorem
th(E)v(E) = u(F).

Lemat. Przyporzqdkowanie E ~ u(E) = v(E)t(E) jest multyplikatywna klasa
Thoma wtedy i tylko wtedy, gdy przyporzadkowanie E ~ v(E) € N°(X) spelnia

warunki:
1. Naturalno$é f*v(F) = v(f*FE)
2. Multyplikatywno$é v(E x E') = v(E)v(E'")

3. Unormowanie v(R) =1
Przyporzadkowanie speliajace warunki (1-3) Lematu nazywamy klasa wykladnicza,.

Twierdzenie. Dia dowolnego szerequ ¢(x) = x + rix? + rox3 + ... € R[[z]] gradacyi
1 istnieje doktadnie jedna klasa wyktadnicza vy taka, Ze dla dowolnej wigzki liniowey
skonczonego typu

vVp(E):=1+e®@r +e*®@ry+ ...,

gdzie e := e(FE) jest klasq Eulera. (Jesli v(—) jest klasq wyktadniczq to istnieje

doktadnie jeden szereg m(x) taki, Ze v = vy.)

Ostatnie twierdzenie pozwala przypisa¢ dowolnemu homomorfizmowi h : L — R
oraz szeregowi ¢(x) = x + rix? + rox + ... € R|[x]] gradacji 1 transformacje natu-
ralng. Najpierw szeregowi ¢(z) przypisujemy klase wykladnicza vy(—), a tej klasie
nastepnie MKT uy(E) := vy(E)ty(E). Na mocy twierdzenia 7?7 MKT odpowiada
transformacja naturalna:

0y N*(X) — N (X)
scharakteryzowana wzorem 0y (t(E)) = ug(E).

Dzialanie szeregéw na homomorfizmach L — R. Rozpatrzmy grupe szeregéw
¢(x) = v+ rix® + ra® + ... € R[[z]] gradacji 1. Ta grupa dziala na zbiorze ho-
momorfizméw Hom (L, R), gdzie (L, F1,) jest uniwersalng grupa formalna. Dowolny
homomorfizm h : L. — R definiuje grupe formalna F} nad R. Zdefiniujmy nowa, grupe
formalng ¢, Fy, (z,y) :== ¢F (¢~ (), p~1(y)). Homomorfizm odpowiadajacy tej grupie
formalnej oznaczamy ¢ * h. Latwo sprawdzié, ze * jest dzialaniem grupy szeregéw

formalnych na zbiorze homomorfizméw.

Stwierdzenie. Dla dowolnego ¢(x) = x + rix? + rox® + ... € R[[x]] transformacja
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6 : N*(=) — Ny (=) rozszerza sie do transformacji naturalnej
O = Njun(=) = Nii (=),

przy czym §¢20¢1 = §¢1 o §¢2 oraz Oy = id.

Whniosek. Dla dowolnego ¢ homomorfizm §¢ jest izomorfizmem.

Rozpatrzmy homomorfizm h : L - Zs C L oraz niech A(z) bedzie logarytmem

uniwersalnej grupy formalnej. Rozpatrzmy homomorfizm

Or-1 : Nyo1 (=) = Ny ().
7 definicji wynika, ze A=! x h = id a wiec otrzymujemy:
Whniosek. Istnieje izomorfizm

-1 : N*(=) = (N*(=) ®r, Zs) ®z, L.

a wiec homomorfizm L — N* odpowiadajgcy grupie formalnej kobordyzmu jest

monomorfzimem.

Operacje kohomologiczne w kobordyzmie

Zdefinujemy dodatkows strukture algebraiczng w teorii N*(—), ktéra pozwoli nam
wykazaé, ze w istocie L —» N*. Zaczniemy od ogélniejszych rozwazan. Niech
hg : Spg — Ab bedzie funktorem kontrawariantnym z kategorii przestrzeni z
dzialaniem grupy G C 3, do kategorii grup, posiadajacym transfer dla odw-
zorowan wilasciwych rozmaitosci. Mozemy wowczas zdefiniowaé transformacje natu-
ralng PF : N*(X) — hg(X*) w nastepujacy sposéb: dla dowolnego odwzorowania
wlasciwego f : Z — X jego k-ta potega f X ... X f: Z X ... X Z — X X ... x X jest
takze odwzorowaniem wilasciwym. Korzystajac z h-transferu mozemy zdefiniowaé
PE([f]) == fF(1). Skladajac odwzorowanie P*¥ 7z G-odwzorowaniem indukowanym
przez przekatng A : X — X x ... x X (gdzie na X rozpatrujemy dzialanie G jest
trywialne) otrzymujemy Q¥ := A* o P* : N*(X) — hg(X)

Zauwazmy, 7e jesli h = N* to odwzorowanie P* : N9(X) — NFI(X*) polega
po prostu na braniu k-tej potegi kartezjariskiej elementu, a Q¥ : N9(X) — N*(X)
polega na braniu k-tej potegi w pierscieniu N*(X).

Dla naszych celéw wystarczy rozpatrywanie grupy cykliczne)] G = Z5 = Y.

Dla przestrzeni X na ktérej dziala grupa Z, zdefiniujemy funktor N[*Z2](X ) =
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limg N*(S* x 7, X), gdzie S¥ c S*¥+1 C ... sg sferami z dzialaniem antypodycznym.
Zauwazmy, ze przestrzen orbit S¥ x 7, X jest rozmaitodcia, bowiem dzialanie Z» na
Sk x X jest wolne. Dla dowolnego odwzorowania wlasciwego f : X — Y odw-
zorowanie id Xz, f : S¥ xz, X — S¥ xz, Y jest takze wlasciwe, a wiec funktor

[*22](—) jest wyposazony w transfer dla Z,—odwzorowan wlasciwych.

Uwaga. Mozna wykazaé, Zze N[*Z2](—) jest teoriq kohomologii, tzn. mimo brania

granicy odwrotnej doktadnosé ciggow jest zachowywana.

Zauwazmy pewne wlasnosci teorii Ny ,(—) :

(H) Jesli f : X — Y jest Zz—odwzorowaniem, ktére jest homotopijna

réwnowaznoscia, to f* : Niy (V) = Ny (X).

[Z2]

(T) Jesli X jest przestrzenia z trywialnym dzialaniem Zs, to

Ny (X) = N*(B x X) = N*(X)[e]]
(W) Jesli X jest przestrzenia z wolnym dzialaniem Zs, to N[*Z2](X) = N*(X/Z3).

W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé operacje:

P:=P?>: NYX) = NiZ (XxX) oraz Q :=Q*: NU(X) — N/

[Z2] [ ](X):N*(X)He]]-

Operacja Q wyznacza ciag operacji @7 : N9(X) — N2977(X) zadanych wzorem
Q(r) = Y. Q' (x)e’. Ze wrgledéw rachunkowych dla k = 0,1, ... wygodniej jest roz-
patrywaé operacje RF := Q97% : N9(X) — N9t*(X), ktére wyznaczaja operacje

RF: NY(X) — NItk (X)

Twierdzenie. Operacje R* sq stabilne (tzn. przemienne z homomorfizmem zaw-

ieszenia) oraz majq nastepujgce wltasnodci:

(a) Dla x € N9(X) zachodzi:

Rk(x) _ { 2, jesliq = k;

0, jedliq> k.

(b) | |
Rf(zy) = Y R'(z)R(y)

i+j=k
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Zauwazmy, ze suma wystepujaca w (b) jest skoriczona, poniewaz na mocy (a)
RE(z) = 0 dla k > grad(z).

Rozwazmy transformacje naturalng g : N*(X) — N*(X) ®L Zo =: h*(X) dana
przez & ~ x ® 1. Chcemy wykazaé, ze h*(—) jest zwykla (sigularna) teoria koho-
mologii z Zs wspélczynnikami. Przypomnijmy, ze na mocy (77?) funktor h jest
teorig kohomologii, wystarczy wiec sprawdzi¢, ze ﬁq(SO) = 0 dla ¢ # 0. Z definicji

wynika, ze
Zo dla qg=0;

h1(S%) =
(59 {0 dla ¢ > 0.

Pozostaje wykazaé znikanie grup wspélczynnikéw dla ¢ < 0. Niech R := Fy|t]
bedzie pierscieniem z gradacja wielomianéw jednej zmiennej w gradacji —1. Bedziemy
rozwazaé zlozenie homomorfizmu augumentacji i wlozenia: L — Fy C Fylt].

Bedziemy rozwazaé funktor zwiazany z tym homomorfizmem:

N*(X) @ Fa[t] ~ h*(X)[t].

Wezmy teraz szereg (a wladciwie wielomian) ¢(z) := x + tz? € R[[z]]. Z tym

szeregiem jest stowarzyszona transformacja naturalna 6, : N*(X) — h*(X)[t].

Lemat. Istnicje transformacja 94 : N*(X) ®r Fy — N*(X) ®f, Fa[t], taka, ze
0p =Dy o0p orazagody = Id: h*(X) — h*(X) gdzie ag : Fy[t] — Fy.

Nastepny lemat opisuje kluczowy zwigzek miedzy transformacja 64 a operacjami RF .

Lemat. Dia z € N*(X) w pierscieniu N*(X) ®r Fa[t, '] zachodzi réwnosé:

Lemat. Dla dowolnej rozmaitosci X zachodzi hi(X) =0 dla q < 0.

Dowdd. Poniewaz yi: N*(X) — h*(X) jest epimorfizmem, wiec poniewaz R%(z) = 0
dla grad(z) < 0, wystarczy wykazaé, ze g o R® = RC. Z ostatnich dwéch lematéw

mamy:

p(x) = ag 0 Oy(x) = Clo(Z R"(z)®t"™") = R%(2) ® 1 = (no R°)(x). O
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Twierdzenie. Istnieje naturalna réownowazinosé teorii kohomologit

N*(X) = H*(X;F) ®, L,
w szezegdolnosci istnieje izomorfizm grup formalnych (N*, F) ~ (L, Fr).

Whniosek. Istnieje izomorfizm Fa-algebr z gradacja N* =~ TFslas,ay,as,...| gdzie
grad(a;) =i oraz i # 2 — 1. W gradacjach parzystych za generatory mozna wybraé

przestrzenie rzutowe.
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